7.5 Polynomiale Schaltnetzfamilien

Ein Schaltnetz hat eine festgelegte Zahl von Eingéngen, kann also (im
Gegensatz zu einer TURING-Maschine) nur Eingaben bestimmter Linge
verarbeiten. Bei Effizienzuntersuchungen will man aber meist das Wachs-
tum des Aufwandes bei immer weiterer Vergroferung der Eingabeldnge
abschitzen. Dazu betrachtet man eine ganze Familie (C),)nen von Schalt-
netzen mit wachsender Zahl deterministischer Eingénge, deren Gréfie #C,,
kontrolliert wéchst; damit kann man dann das Wachstum des Aufwandes
als Funktion der Lénge der Eingabe ausdriicken. Genauer wird definiert: Ei-
ne polynomiale (probabilistische) Schaltnetzfamilie (PPS) ist eine
Familie C' = (C,)nen,

Cr: Fy™ x F5™) — 75", (1)
von (probabilistischen) Schaltnetzen mit r(n) deterministischen und k(n)
probabilistischen Eingéngen, so dass es ein Polynom a € N[X] (nichtne-
gative ganzzahlige Koeffizienten) gibt mit #C, < «a(n) fir alle n € N.
Insbesondere ist die Zahl der Eingénge aller Arten und die Zahl s(n) der
Ausgéinge polynomial beschriankt.

Bemerkung. Das bedeutet nicht notwendig, dass die Funktionen 7, k, s
selbst Polynome sind.

Sind alle k(n) = 0, so spricht man selbstversténdlich von einer determi-
nistischen polynomialen Schaltnetzfamilie.

Durch dieses Berechnungsmodell (im deterministischen Fall) koénnten
mehr Probleme berechenbar sein als durch das gebréuchliche Modell der
TURING-Maschinen (und sind es tatséchlich), da fiir jede Eingabeléinge ein
anderer Algorithmus gewihlt werden kann. Man spricht daher auch von
einem , nicht-gleichméfigen Berechnungsmodell“. Das erscheint auf den er-
sten Blick vielleicht als Nachteil dieses Berechnungsmodells, ist aber fiir
die Kryptoanalyse sogar besonders realistisch: Nach Wahl der Inputlinge
n hat der Kryptoanalytiker die Moglichkeit, einen passenden Algorithmus
zu wihlen. Das heisst, Aussagen iiber Nichteffizienz, die unter diesem Be-
rechnungsmodell bewiesen werden, erlauben, die Inputlinge als 6ffentlich
bekannt anzunehmen.

Ist eine TURING-Berechnung in polynomialer Zeit moglich, so gibt es fiir
das gleiche Problem auch eine polynomiale Schaltnetzfamilie. Die Umkeh-
rung davon gilt nicht; es sind allerdings nur , kiinstliche“ Beispiele bekannt.
Gébe es fiir irgendein NP-vollsténdiges Problem eine polynomiale Schalt-
netzfamilie, so fiir alle. Nichtgleichméfiige Komplexitdt kann man allerdings
auch mit TURING-Maschinen modellieren, indem man fiir jede Eingabeldnge
eine andere TURING-Maschine zuldsst. Analog kann man natiirlich auch pro-
babilistische TURING-Maschinen zulassen.

Ein Problem soll hart heissen, wenn es kein PPS gibt, das es mit signi-
fikantem Vorteil 16st. Die frither behandelten ,harten zahlentheoretischen
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Probleme“ sind vermutlich in diesem Sinne hart, z. B. die Primzerlegung;
prézisiert wird das spéter.

Wir wissen bereits, dass die Grundoperationen fiir ganze Zahlen mit
polynomialen Schaltnetzfamilien berechenbar sind (sogar deterministisch).
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