A Endliche Koérper

A.1 Die Spur

In diesem Abschnitt werden endliche Erweiterungskorper K des endli-
chen Kérpers Fy mit ¢ Elementen betrachtet.

Hilfssatz 1 (i) Die Abbildung
p: K — K, o(z) =1,

ist ein Automorphismus von K, insbesondere Fy-linear. (Man nennt sie den
FROBENIUS-Automorphismus von K.)
(ii) Bin x € K ist genau dann Fizpunkt von ¢, wenn x € Fy.

Beweis. (i) Die binomische Formel liefert (x + y)? = 27 + y4, da ¢ eine Po-
tenz der Charakteristik des Korpers K ist. Die entsprechende multiplikative
Relation (xy)? = 29y? ist trivial. Daher ist ¢ ein Ringhomomorphismus. Da
K Korper ist, ist ¢ injektiv, da K endlich ist, auch surjektiv.

(ii) Das Polynom 7Y — T' hat die ¢ Elemente von F, als Nullstellen. Das
miissen daher alle sein. <

Sei n die Dimension von K als F,-Vektorraum. Die Spur ist auf K
definiert als

n—1
T K — K, Tr@@)=z+a%+-+27 =Y a?,
=0

also
n—1 '
Tr=¢"+o+@*+- +¢" =) ¢,
=0

Anmerkung. Im allgemeinen ist bei einer separablen Kérpererweiterung
die Spur Tr(z) die Summe iiber alle zu z konjugierten Elemente, also al-
ler Bilder unter relativen Automorphismen. Der Zusammenhang entsteht
dadurch, dass die Automorphismengruppe von K iiber F, vom FROBENIUS-
Automorphismus ¢ erzeugt wird und die Ordnung n hat.

Hilfssatz 2 Fir die Spur gilt:
(i) Tr(z) € Fy fir alle z € K.
(ii) Tr: K — Fy ist Fy-linear.
(iii) Tr(z) = nx fir alle z € Fy.

Beweis. (i) folgt, weil offensichtlich Tr(x)? = Tr(x). (ii) und (ii) sind trivial.
&
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Satz 1 (ARTINs Lemma von der Unabhingigkeit der Charaktere) Sei G
eine Halbgruppe, K ein Kérper und X eine Menge von Homomorphismen
G — K* (,Charaktere®). Dann ist X im K-Vektorraum K¢ aller K-
wertigen Abbildungen von G linear unabhdngig.

Beweis. Sei
a1X1+ -+ anXn =0

eine minimale lineare Relation mit verschiedenen y; € X. Dann sind alle
a; # 0 und, da x; # 0, jedenfalls n > 2. Sei g € G mit x1(9) # x2(9)
gewdhlt. Dann gilt fiir alle h € G:

[a1x1(g)x1 + - + anXn(g)xnl(h) = a1x1(gh) + - -+ + anXxn(gh) = 0.

Also haben wir, zusammen mit der urspriinglichen, die beiden linearen Re-
lationen

arxi(g)x1 + azx2(9)x2 + -+ + anxn(9)Xn = 0,
aix1(g)x1 +azxi(g)x2 + -+ anxi(g)xn = 0O,

deren Differenz eine nichttriviale kiirzere lineare Relation ergibt; Wider-
spruch. &

Korollar 1 Ist K O F, eine endliche Korpererweiterung, so gibt es ein
x € K mit Tr(z) # 0.

Beweis. Ist ¢ der FROBENIUS-Automorphismus, so ist Tr = % + ! + -+ +

"1 wobei n die Dimension von K iiber F ¢ ist, und die ¢; sind verschiedene

Gruppenhomomorphismen K* — K*. Also sind sie linear unabhéngig;
insbesondere kann ihre Summe nicht 0 sein. &

Die Spurform von K ist die bilineare Abbildung
Tro: K x K — Fy,  Tro(z,y) = Tr(xy).
Korollar 2 Die Spurform ist eine nichtausgeartete Bilinearform.

Beweis. Sei x € K gewéhlt mit Tr(x) # 0. Dann ist fiir y € K, y # 0,
x x
Tro(y, =) = Tr(y - —) = Tr(x) #0,
Y Y
also y nicht im Kern der Bilinearform. <

Da die Spurform somit eine Bijektion zwischen K und seinem dualen
[F,-Vektorraum herstellt, folgt weiter:
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Korollar 3 Fiir jede Fq-Linearform o: K — Fy gibt es genau ein a € K
mit
a(z) = Tr(ax) fir alle z € K.

Fir xq,...,x, € K betrachten wir die Matrix
= (27) My (K
W)= (2] ), € Man(K).

Es ist
W (z)' W(z) = G(z) := (Tr(w;z)))

die GRAMsche Matrix beziiglich der Spurform, denn
" k—1 k—1
Tr(ziz;) = Zazg x? .
k=1

Bekanntlich sind 1, ..., %, genau dann iiber [F, linear unabhingig, wenn
ihre GRAMsche Matrix invertierbar ist. Damit ist gezeigt:

Hilfssatz 3 Die Elemente x1,...,xz, € K bilden genau dann eine Basis
von K iiber Fy, wenn n = Dimp, K und die Matriz W (z) invertierbar ist.

A.2 ¢-Polynome

Eine besondere Rolle spielen bei endlichen Korpern die Polynome, die
lineare Funktionen definieren: Die Abbildung

U F[T) — F[T], f=) al'—F=> aT
1=0 =0

ist Fg-linear; ihre Bilder heiflen g-Polynome. Insbesondere sind sie durch T
teilbar.

Hilfssatz 4 Fir alle Polynome f,g € Fy[T] gilt:
(i) Y(fg) = ¥(f) (¥(g)) (Einsetzen eines Polynoms in ein Polynom),

(ii) glf <= Y(9)[¥(f).
(iil) ggT(¥(f),¥(g)) = ¥(geT(f,9))-

Beweis. (i) Ist g =37, bjt’, so

fg = Zn: z”: aib T,

i=0 j=0

U(fg) = Zn:zn:aibj (qu)qi
i=0 j=0

i

q

= S (T | = ).
j=0

1=0
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(ii) Sei f = hg. Mit dem Polynom h := %\If(h) gilt

U(f) = U(hg) = ¥(h) (¥(g)) = ¥(9)h (¥(g)).

Sei umgekehrt U(g)|W(f). Sei f = hg+ r die Division mit Rest r, wobei
Gradr < Grad g ist. Dann ist auch

U(f) = U(hg) + ¥(r) = ¥(g)h (¥(g)) + ¥(r)

eine Division mit Rest, denn Grad ¥(r) < Grad ¥(g). Da diese eindeutig ist
und ¥(g)|¥(f), muss ¥(r) = 0, also auch » = 0 und g|f sein.
(iii) Sei h := ggT(f,g). Dann gilt:

L= (| W(h) < Ulh <= I|f.g < LI¥(f), ¥(g).

Also ist W(h) = ggT(V(f), ¥(g). ¢

Da jedes g-Polynom F' eine Fy-lineare Abbildung K — K definiert, ist
seine Nullstellenmenge Vi ein F,-Untervektorraum von K mit ¢(Vp) = V.
Umgekehrt gilt:

Satz 2 SeiV C K ein h-dimensionaler Fy-Untervektorraum mit (V) = V.
Dann ist
F=Fy:=[[(T-v) eK[T
veV

ein q-Polynom, F = Y(f) mit Grad f = h; insbesondere ist F' € Fq[T].

Beweis. Die Koeffizienten von F' sind die elementarsymmetrischen Funk-
tionen der v € V, also unter dem FROBENIUS-Automorphismus invariant,

also in F,. Sei v1,...v) eine Basis von V. Dann ist die Matrix W (v) :=
i—1

(v? ) € My, ,(K) invertierbar. Also gibt es eine Losung ag, ..., ap—1 € K

des Gleichungssystems

(2

Uqh+Zaquj:0 furz:l,,n

Damit sind vy, ..., v, Nullstellen des Polynoms

h—1
G=T"+ oT?.
§=0

Wegen der Linearitét sind alle v € V ebenfalls Nullstellen, und das sind ¢"
Stiick, also sdmtliche Nullstellen von G. Daher ist G = F' € F,[T]. ©
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Korollar 1 Fiir jedes © € K gibt es ein q-Polynom F mit F(x) = 0.

Beweis. Die Potenzen 27 spannen einen Unterraum V' C K mit (V) =V
auf. Daher ist [y ein g-Polynom mit x als Nullstelle. &

Aus der Konstruktion ist klar, dass F den Leitkoeffizienten 1 hat
und jedes andere g-Polynom G mit G(z) = 0 teilt. Es heifit daher auch
das g-Minimalpolynom von z. Umgekehrt heifit x ¢g-primitive Nullstel-
le eines ¢-Polynoms F', wenn F bis auf einen konstanten Faktor das g¢-
Minimalpolynom von z ist.

Satz 3 Sei ' = V(f) € F,[T] ein q-Polynom mit f(0) # 0. Dann hat F' im
algebraischen Abschluss von F, eine g-primitive Nullstelle.

Beweis. Sei f = ff_l -+« ffr die Primzerlegung in Fy[T']; die f; seien verschie-
den und vom Grad m;. Dann ist f vom Grad m = eymq1 + -+ + e,m,.. Ist
f=ag+ - amT™, so F =ayT+--+a,T9" und die Ableitung F’ = ay # 0
konstant. Also sind alle ¢™ Nullstellen von F' einfach.

Nun ist eine Nullstelle x von F' genau dann ¢-primitiv, wenn z nicht
Nullstelle eines g-Polynoms G|F von kleinerem Grad ist. Ist G = ¥(g), so
glf, also glg; := % fiir ein 4. Die Nullstellen der G; := ¥(g;) sind also nicht
g-primitiv fiir F'. Also ist die Menge der ¢-primitiven Nullstellen gleich der
Nullstellenmenge Vr weniger die Vereinigung der Nullstellenmengen Vi;.
Deren Anzahlen sind ¢ bzw. ¢ ™. Um das folgende Lemma 5 anwen-
den zu koénnen, brauchen wir noch die Elementeanzahlen der Durchschnitte
Mier Vo, fiir alle Teilmengen I C {1,...,r}. Eine solche gemeinsame Null-
stellenmenge ist genau die Nullstellenmenge des

geT{Gi|i € I} = V(ggT{gi|i € I}).
Dieses g-Polynom hat nur einfache Nullstellen und ist vom Grad
quziel mi

Das ist also auch seine Nullstellenzahl. Also ist die Zahl der g-primitiven
Nullstellen von F' gleich

m
, —m 1
qm—qu_ml—i- Z gqrTTM s = g™ (1 - m1)...(1_
i=1 1<i<j<r q

> 0

insbesondere gibt es g-primitive Nullstellen. &
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Hilfssatz 5 (DE MOIVRES Ein- und Ausschlussprinzip) Sei M eine end-
liche Menge und My, ..., M, C M Teilmengen. Fir I C {1,...,n} sei
My := (V;er M;. Dann ist

# (M - UM) = Y (-D*#M;
i=1 IC{1,..,n}

Beweis. Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei also jetzt n > 2. Sei
M':= M — My und M/ := M; — M; N M;. Weiter sei fiir J C {2,...,n}

My =\ Mj= () M;— M () M=M;— My,

jeJ jeJ jeJ
Also ist
#-Qur) = o Yo

i=1 =2

= Z —1)#* M)
J {27 7

= Z D)# [#My — M)
= Z —1)*1 My,

{1,.

wie behauptet. &

Die Anzahl der ¢g-primitiven Nullstellen aus dem Beweis von Satz 3 lisst
sich noch anders beschreiben. Dazu sei fiir ein Polynom f € F,[T] definiert:

Qu(f) = {g el T]| Gradg < Grad f, ggT(f,9) = 1},
Soq(f) = #(I)q(f)-

Das ist das ,,g-Analogon* zur EULERschen ¢-Funktion und hat folgende
Eigenschaften:

Hilfssatz 6 (i) Ist f konstant, so p4(f) = 1.

(ii) Sind f und g teilerfremd, so ist pqa(fg) = vq(f)pq(g)-
(iii) Ist f € Fy[T] irreduzibel vom Grad n, so ist pq(f) = ¢ — 1.
(iv) .. und og(f*) = ¢ (1 — ).
(v) Ist f = fi*--- f¢ die Primzerlegung und n; = Grad f;, so ist
1 1
=q¢" (1——)--(1— )
eulf) ="+ (1= ) (1= )
(vi) Hat f in (v) nur einfache Nullstellen, so ist

0q(f) = (" —1)---(¢" —1).
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Beweis. (i) Nur das Nullpolynom wird gezéhlt.
(ii) Die Abbildung

Py(fg) — Dg(f) X ®y(g9), h+— (hmod f,h mod g),

ist wohldefiniert, denn ist h zu fg teilerfremd, so auch zu f und g. Nach
dem chinesischen Restsatz ist sie bijektiv.

(iii) Es sind alle Polynome von kleinerem Grad zu f teilerfremd aufler
dem Nullpolynom.

(iv) Die Polynome vom Grad < en, die nicht in ®,(f¢) liegen, sind genau
die hf mit Grad h < en — n. Also ist ¢q(f¢) = ¢ — ¢*" ™.

(v) folgt aus (iv) und (ii), denn n = eyng + ---e,n,, und (vi) ist ein
Spezialfall davon. <&

Korollar 1 Sei f € Fy[T] mit f(0) # 0 und F = V(f) das zugehirige
q-Polynom. Dann ist die Anzahl der q-primitiven Nullstellen von F genau

gleich @, ).

Beweis. Das war gerade die Formel am Ende des Beweises von Satz 3. &

A.3 Normalbasen

Fiir einen Erweiterungskérper K von F,; der Dimension n heift eine Basis
der Gestalt x, z9, ..., 27" Normalbasis von K iiber Fy, und zwar die
von x erzeugte.

Beziiglich einer Normalbasis ist das Potenzieren mit ¢, also der
FROBENIUS-Automorphismus sehr einfach auszudriicken; dadurch wird das
explizite Rechnen in K in manchen Situationen sehr effizient.

Satz 4 Sei K ein Erweiterungskérper von Fq. Dann gilt:

(i) x € K erzeugt genau dann eine Normalbasis, wenn x q-primitive
Nulistelle von T7" — T ist.

(ii) (HENSEL) Es gibt eine Normalbasis von K iber IF,.

(iii) Es gibt genau

pg(T" — 1)
n

verschiedene Normalbasen von K iiber .

(iv) Die beziiglich der Spurform zu einer Normalbasis duale Basis ist
ebenfalls Normalbasis.

Beweis. (i) K ist die Nullstellenmenge des g-Polynoms F = T9" —T € F,[T].
Sei x eine g-primitive Nullstelle von F'. Dann ist K der kleinste Unterraum

104



von K, der x, x9, ..., 29" 7" enthilt. Also wird K von diesen Elementen
aufgespannt. Da es n Stiick sind, miissen sie linear unabhéngig sein.

Erzeugt umgekehrt x eine Normalbasis, so sind die n Elemente z, x4,

24" linear unabhéngig, und alle Linearkombinationen von ihnen sind

Nullstellen von 79" — T'. Also ist dieses das g-Minimalpolynom von x.

(i) (ORE) Nach Satz 3 hat T9" — T eine primitive Nullstelle. Alle ¢"
Nullstellen dieses Polynoms liegen aber in K. Die Behauptung folgt aus (i).

(iii) Jeweils n der g-primitiven Nullstellen erzeugen dieselbe Normalbasis,
und die Anzahl der g-primitiven Nullstellen ist o, (7" — 1).

(iv) Sei x,z9,... ,.I‘qn_l eine beliebige Normalbasis. Die duale Basis be-
steht aus den eindeutig bestimmten v, ..., y,1 € K mit Tr(y; - 2%') = dij-
Da die Spur unter dem FROBENIUS-Automorphismus invariant ist, folgt

j+1 j+1
Tr(yf ' )= 0ij = Tr(yiy1 - 20" ),

wobel y,, 1= yo gesetzt ist. Daher ist y;41 = y; fiir alle 4, also y; = ygl fiir
alle 7. &

Bemerkungen

1. Das Polynom f = ¢(T™ — 1) hat die Ableitung f' = n-T"!. Alle
Nulstellen = von f sind # 0. Also ist fiir eine solche

fl(x)=n-2""1=0s pn,
wobei p die Charakteristik von Fy ist. Ist also p kein Teiler von n, so
pg(T" —1) = (¢" —=1)---(¢" — 1),

und es sind ,,nur“ noch die Grade n; der Primteiler dieses Polynoms
zu bestimmen.

2. Ist ¢ = 2 und n ungerade, so ist
pa(T" = 1) = (2" — 1) (27 — 1),

ungerade. Es kann also nicht jede Normalbasis von ihrer dualen Basis
verschieden sein — sonst miisste die Gesamtzahl gerade sein. Damit ist
gezeigt:

Satz 5 (MACWILLIAMS/SLOANE) Ist n ungerade, so hat der Kérper Fon
eine zu sich selbst duale Normalbasis.

Anmerkung. Es ist bekannt, dass Fon fiir gerades n genau dann eine
selbstduale Normalbasis hat, wenn n = 2 (mod 4).
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A.4 Potenzabbildungen

In diesem Abschnitt werden fiir den Kérper K = Fon mit 2" Elementen
die Abbildungen

fs: K — K, fs(x)=2% IfirselZ

untersucht; fir s <0 wird f5(0) = 0 gesetzt.

Bemerkungen

1.

2.

10.

Auf K* ist fo = fon_1 = 1 konstant.
Auf K* ist fon_o(x) = z~ 1 also fon_o die Inversionsabbildung.
for = ©F mit dem FROBENIUS-Automorphismus ¢.

Wie sieht die algebraische Normalform von fy aus? Wir kennen sie
schon aus Abschnitt 1.3: Beziiglich einer geeigneten Basis von K iiber
Fy mit 1 als erstem Basisvektor sind alle Komponenten 0 bis auf die
erste, die die algebraische Normalform

> 1
I¢{1,...,n}
hat. Insbesondere ist Grad fo = n.

Fiir alle s,t € Z gilt fof; = fsit, denn 2%zt = 257 fiir alle 2 # 0.

Insbesondere ist fsion_1 = fsfon_1 = f fiir alle s € Z. Die Zuordnung
7 — KX s — f,, hat also die Periode 2" — 1.

Grad fs4+ < Grad fs + Grad f;; allgemeiner gilt sogar fiir f,g: F§ —
F? beliebig und v : Ff x F4 — F} bilinear, dass Grady o (f,g) <
Grad f + Grad g.

Fiir alle s,t € Z gilt fso fi = fs, denn (2!)* = 2% fiir alle x # 0.

fst ist genau dann bijektiv, wenn fs und f; bijektiv sind. Sind ndmlich
fs und f; bijektiv, so auch fg = fs o fi. Ist fs nicht bijektiv, so nicht
surjektiv, also fs o f; nicht surjektiv. Ist f; nicht bijektiv, so nicht
injektiv, also fs o f; nicht injektiv.

Ist s = 25¢ mit ungeradem ¢, so ist Grad fs = Grad f;. Es ist ndmlich
fs = for o ft = ¥ o f;, und ¥ ist als Automorphismus von K linear
iiber dem Grundkorper Fs.
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Insbesondere hat f; dem ersten Anschein zum Trotz im allgemeinen nicht
den algebraischen Grad s. Man erhilt relativ leicht eine obere Schranke.
Dazu sei s > 1 und s = Y_._; 2¢ die Bindrdarstellung. Dann heifit

wt(s) := #Is

das HAMMING-Gewicht von s.

1€l

Hilfssatz 7 Sei s > 1. Dann hat die Potenzabbildung fs: K — K den
algebraischen Grad Grad fs < wt(s).

Beweis. Falls wt(s) = 1, ist s = 2¥ fiir ein k, also f; = ¢©" linear und nicht
0, also vom Grad 1.

Fiir einen Induktionsbeweis wird jetzt wt(s) > 2 angenommen. Dann
ist fs = fioF, wobei k das groBte Element von I, und t = s — 2% ist. Mit
Bemerkung 7 folgt

Grad fs < Grad fy + 1 < wt(t) + 1 = wt(s)
nach Induktionsvoraussetzung. <
Um in Hilfssatz 7 die Gleichheit zu beweisen, wird ausgenutzt, dass f;

fiir s < 2™ — 1 das Produkt von wt(s) verschiedenen Automorphismen von
K ist. Betrachtet wird also eine Abbildung

f=01om

mit paarweise verschiedenen o; € Aut K fiir ¢« = 1,...,m. Zunéchst zwei
Hilfssétze:

Hilfssatz 8 Seien 01,...,0. € Awt K, a,u € K. Dann ist

r

Ay(aoy-op)(x) =a- Y oi(u) [[os(z) + h(z)

i=1 j#i
mit h: K — K vom Grad < r.
Beweis. Das folgt aus der Formel
Ay(aoy---op)(x) =a-o1(z+u) -op(x+u)—a-o1(x) - op(x)

mit dem Distributivgesetz. <

Hilfssatz 9 Fiir xz,u1,...,u, € K und f =010 gilt:

Aulurf(x) = Z Z H Uw(ij)(uj) H Uk(x) + h(l’)

I={i1,...,ir }C{1,....m} | wES; j=1 k&I

mit h: K — K vom Grad < m —r.
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Beweis. Der Induktionsanfang r = 0 ist trivial: Auf der rechten Seite gibt es
nur einen Summanden, nédmlich fiir I = (), und der ist o1(z) - - - o ()
Fiir den Schluss von r auf r + 1 wird mit Hilfssatz 8 berechnet

Auo...qu(x) = AUO(Aul-nurf)(x)

=Y S T[St TT o)

I={i1,...ir} | TES j=1 | kg1 I¢TU{k}
+Au,h(z)

= > > I o) | [To@) + )

J={i0,...,ir} [TESr+1 =0 €J

mit A vom algebraischen Grad <m —r — 1. &
Speziell im Fall » = m, also I = {1,...,m}, folgt

Korollar 1 Sind die o; paarweise verschieden, so ist die Differenzenfunk-

tion "
Ay f@) = D ] oni (1)

TESH j=1
konstant # 0.
Beweis. Es ist
m—1
Ay f(T) = Z Uw(j)(uj) O (m) (tm)
€S, | j=1
m m—1

= [17x6) (uj) | or(tm).

Wire das 0 fiir alle u,,, € K, so wére wegen der linearen Unabhéngigkeit der
Charaktere, Satz 1,

m—1
> Iep@y=o
TESm,m(m)=k j=1

fir alle k und wuq,...,um—1 € K. Mit Induktion wiirde schliellich folgen
o1(uy) =+ = om(ur) = 0 fiir alle uy € K, Widerspruch. <

Korollar 2 Sind o1,...,0, paarweise verschiedene Automorphismen von
K, soist Gradoy -+ -0y = m.

108



Damit ist gezeigt:

Satz 6 Die Potenzabbildung fs: K — K hat fir 1 <s<2"—-1=#K -1
den algebraischen Grad wt(s).

Korollar 1 Die (2¥ + 1)-te Potenz fyr,1: K — K hat den algebraischen
Grad 2, wennn =Dim K > k + 1.

Insbesondere sind f3, f5, fo9, fi7 quadratische Abbildungen, wenn n >
2,3,4,5ist, und f_1 = fon_o hat den Grad n — 1.

Als néchstes wird untersucht, wann f bijektiv ist. Es ist K eine Gruppe
der Ordnung 2" — 1 und fs: K* — K* ein Gruppenhomomorphismus. In
seinem Kern liegen genau die Elemente 2 € K mit 2® = 1, also Ord z|s, also
Ord z| ggT(s,2™ — 1). Damit ist gezeigt:

Satz 7 Ist K ein endlicher Korper der Charakteristik 2 und Dimension n
tiber Fo, so ist die Potenzabbildung fs: K — K, genau dann bijektiv, wenn
s zu 2™ — 1 teilerfremd ist.

Korollar 1 (i) f3 ist genau dann bijektiv, wenn n ungerade ist.
(ii) f5 ist genau dann bijektiv, wenn n kein Vielfaches von 4 ist.
(iii) f7 ist genau dann bijektiv, wenn n kein Vielfaches von 3 ist.

Beweis. Das folgt, weil p = 3,5,7 Primzahl ist und p|2” — 1 genau dann,
wenn 2" = 1 (mod p). Und 2 hat mod 3,5,7 die multiplikative Ordnung
2,4,3. &

A.5 Quadratische Gleichungen in Charakteristik 2

Sei weiterhin K = Fan der Korper mit 2" Elementen. Wir wollen die
Nullstellen des quadratischen Polynoms

f=aT?+bT +ce K[T] mita##0

bestimmen.
Der Fall b = 0 ist sehr einfach. Es ist

a-f=(aT)?+ac=g(aT) mit g=T%+ acc K[T).
Da ac in K ein Quadrat ist, ac = d?, ist
g=(T+d)?=hT+d) mith=T2¢c K[T],

und f hat genau die eine Nullstelle g. Zur expliziten Berechnung muss die
Quadratwurzel aus ac gezogen werden.
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Sei nun b # 0. Dann ist

S 2 g T) mitg=T2+T+d, d= s c K.

a a
L f=(ZT)?
f=I )+b b b b2

b2 b
Betrachten wir also die Nullstellen eines solchen Polynoms g. Da die Ab-
leitung konstant 1 ist, hat g in K entweder keine Nullstelle oder zwei ver-
schiedene (einfache) Nullstellen. Sei u eine Nullstelle von ¢ im algebraischen
Abschluss von K. Dann ist u+1 die andere, und u(u+1) = d, also d = u?+u.

Hilfssatz 10 g = T2 + T +d € K[T] hat genau dann eine Nullstelle u in
K, wenn Tr(d) = 0. Ist das der Fall, so g = h(T +u) mit h=T?+T.

Beweis. ,==*: Ist u € K, so ist Tr(d) = Tr(u?) + Tr(u) = 0.
»<=": Sei umgekehrt Tr(d) = 0. Dann ist

0 = Te(d)=d+d>+ - +d"
= (WPHu)+ @ Hud) o+ @ )

n
= u+u2 ,

also u2" = u und somit u € K.
Der Zusatz ist trivial. &

Anmerkung. Der Hilfssatz ist ein Spezialfall des sogenannten Theorem
90 von HILBERT, additive Form. Zur expliziten Bestimmung der Nullstelle
hilft er leider gar nicht. Immerhin fithrt er die Auflésung auf die Auflosung
der Gleichung u? 4+ u = ac/b* nach u zuriick.

Korollar 1 g = T?+T+d € K|[T) ist genau dann irreduzibel, wenn Tr(d) =
1. Ist das der Fall, so g = h(T+r) mit h = T?>+T +e, wobei e ein beliebiges
Element von K mit Spur Tr(e) = 1 ist und r € K mit r> +r =d + e.

Beweis. g ist in K[T] genau dann irreduzibel, wenn es kein Nullstelle in K
hat. Der Zusatz folgt, weil d + e die Spur 0 hat, also von der Form r2 + r
ist. &

Damit ist gezeigt:

Satz 8 (Nullstellen) Sei K ein endlicher Korper der Charakteristik 2 und
f=aT?+bT +c € K[T) vom Grad 2. Dann gilt:

(i) f hat genau eine Nullstelle in K <= b= 0.

(ii) f hat genau zwei Nullstellen in K <= b # 0 und Tr(35) = 0.

(iii) f hat keine Nullstelle in K <= b # 0 und Tr(35) = 1.
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Satz 9 (Normalform) Sei K ein endlicher Kéorper der Charakteristik 2
und f = aT? + bT + ¢ € K[T)| vom Grad 2. Dann gibt es ein e € K* und
eine affine Transformation ov: K — K, a(x) = rx+s mitr € K* und
s € K, so dass

e-foa=T* T*+T oderT?+T +d,

wobei d € K ein beliebiges Element mit Spur Tr(d) = 1 ist. Im Fall n =
Dim K ungerade ist e = 1 wdhlbar.

Anmerkung. Eine Verallgemeinerung auf einen beliebigen endlichen
Grundkérper Fy statt Fo und Polynome 77 — T — d ist der Satz von ARTIN-
SCHREIER, der die zyklischen Korpererweiterungen vom Grad ¢ charakteri-
siert.

A.6 Elliptische Kurven

Sei K ein Korper und f € K[X,Y] ein Polynom in zwei Unbestimmten
vom Grad n > 1. Sei L D K ein Erweiterungskorper. Dann heif3t

O(L) = {(z,y) € L? | f(z,y) = 0}

die Menge der L-wertigen Punkte der (affinen) ebenen algebraischen Kurve

Czuf.

[Die , Kurve“ C selbst ist die Zuordnung C': Alg, — Meng;
in der Sprache der Kategorientheorie ist das ein Funktor, in der
Sprache der Algebraischen Geometrie speziell ein Schema.|

Eine solche affine Kurve ldsst sich zu einer projektiven Kurve erweitern.
Dazu betrachtet man die homogenisierte Form von f,

XY

F= Z”~f(7,E) € K[X,Y, 7],

die ein homogenes Polynom vom Grad n ist, und die projektive Ebene P?
iiber K mit

P2(L) ={(z:y: 2) | x,y,2z € L,nicht alle 0},

wobei die ,,homogenen Koordinaten“ (z : y : 2) die Bahnen von L? — {0}

unter der Operation
X

(2,9,2) "5 Az, Ay, A2)

der multiplikativen Gruppe L* reprisentieren. Damit ist

C(L)={(z:y:2) €PX(L)| F(z,y,z) = 0}
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die Menge der L-wertigen Punkte der (projektiven) ebenen algebraischen
Kurve zu F.
,Punkte im Endlichen® sind die (z : y : ) mit z # 0, also die (z :y : 1).
Es gilt
F(fL‘,y,l) =0 f(357y) =0,

die Punkte der projektiven Kurve im Endlichen sind also (bei kanonischer
Identifizierung) die Punkte der affinen Kurve. Die iibrigen Punkte von P2,
also die (x : y : 0), heiflen ,,Punkte im Unendlichen.

Elliptische Kurven sind die Kurven zu den Polynomen

f=Y? 4+ XY + a3y — X —asX? — a4 X —ag € K[X,Y]
in der affinen Version bzw.
F=Y?Z+aXYZ+a3YZ? - X3 —ayX?Z —ayXZ? — a2 € K[X,Y, Z]
in der projektiven Version.

[AuBerdem verlangt man, dass die elliptische Kurve keine Singu-
laritdten hat; d. h., es gibt in keinem Erweiterungskérper von K
eine gemeinsame Nullstelle des Polynoms und aller seiner parti-
ellen Ableitungen.]

Durch lineare Koordinatentransformation lasst sich f

e im Fall char K # 2,3 auf die Normalform

Y2-X3—aX -be K[X,Y]

e im Fall char K = 3 auf die Normalform

Y2 - X3 —aX?-bX —ce K[X,Y]

bringen (ohne Beweis -~ Ubungsaufgabe). Zur Anwendung auf BOOLEsche
Abbildungen interessiert der Fall char K = 2. Hier sind zwei Fille zu unter-
scheiden, der gew6hnliche Fall mit a1 # 0 und der supersingulédre Fall
mit a; = 0.

Im gewdhnlichen Fall geht f nach der Transformation X +— f—l — Z—i und
anschliefender Umbenennung der Koeffizienten iiber in

Y24+ XY — X3 — by X% — by X — bg,
nach der weiteren Transformation Y — Y + b4 in die Normalform

Y24+ XY — X3 —aX?—0b.
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Zu einer andere Version der Normalform kommt man durch die weitere
Transformation Y — Y + sX; zunéchst erhélt man

Y24+ 2X2 4+ XY +sX2— X3 —aX?—b.

Ist nun Tra = 0, so kann man nach Hilfssatz 10 ein s wihlen mit s? +s = a,
also erhiilt man die Gestalt Y2 + XY — X3 — b, die man durch Y — Y +1¢
mit ¢ = b noch in die alternative Normalform

(E) V24 XY — X3 —aX

umformen kann. Ist dagegen Tra = 1, so Tr(a+7) = 0 fiir ein fest gewéhltes
7 € K mit Tr7 = 1; also kann man s wihlen mit s> + s = a + 7 und erhlt
die Gestalt Y2+ XY — X3 —7X?2 — b, die durch Y — Y + ¢ wie oben in die
Normalform

(E;)  Y?+XY-X®-—7X%—aX

umgewandelt wird. In beiden Féllen ist a # 0, da sonst 0 Singularitdt der
Kurve ist: 9& =Y — X —a, 9L = X in beiden Fillen.
Damit sind die gewohnlichen elliptischen Kurven im Fall char K = 2 in
zwei Scharen klassifiziert, die jeweils durch a € K* parametrisiert werden.
Im supersinguldren Fall ist notwendig as # 0, da es sonst wegen g—y =
(konstant) Singularitdten gébe, und durch die Transformation X — X — as

kommt man zur Normalform
(SuSi)  Y?+4aY —X>—bX —c

mit a € K*. Dieser Fall interessiert im folgenden nicht weiter. Zusammen-
gefasst haben wir:

Satz 10 (Normalformen elliptischer Kurven) Sei K ein endlicher
Kérper der Charakteristik 2 und f € K[X,Y] das definierende Polynom
einer (affinen) elliptischen Kurve iber K. Dann lisst sich f durch affi-
ne Koordinatentransformationen auf eine der der drei Normalformen (E}),
(ET) oder (SuSi) bringen.

Die Aufgabe, die Anzahl der K-wertigen Punkte einer elliptischen Kurve
fiir einen endlichen Koérper K zu bestimmen oder abzuschétzen, gehort zu
den ganz prominenten mathematischen Problemen. Ein tiefliegendes Ergeb-
nis ist z. B. der Satz von HASSE:

Satz 11 (HASSE) Sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, E eine iiber
K definierte (projektive) elliptische Kurve und N = #E(K) die Anzahl ihrer
K-wertigen Punkte. Dann gilt:

N=qg+1+s mit |s|<2-/q.

(D. h., N weicht nicht zu stark von q ab.)
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Der Beweis wird hier nicht wiedergegeben (siehe [131]); er beruht auf der
Untersuchung der Zeta-Funktion der elliptischen Kurve.
Im Fall ¢ = 2™ wird die Formel zu

N=2"+1+s mit |s| <227

Fiir die gewohnlichen elliptischen Kurven in Charakteristik 2 kommt man
mit dem Versuch einer direkten Zéhlung der Punkte zu einer interessanten
Formel. Diese Kurven werden in der projektiven Version durch die Polynome

Y2Z 4+ XYZ —-X3—aXZ?
bzw. Y?2Z+XYZ —-X3?—-71X?Z—aXZ?

definiert. Vertauscht man X und Z (das bedeutet geometrisch, eine andere
Gerade als ,,unendlich fern“ zu interpretieren), so werden diese Normalfor-
men zu

FF XY? 4+ XYZ —aX?7Z - 73
a
(F7) XY?4+XYZ—-aX?*Z-7X27%- 273

a

mit a € K* beliebig.

Zshlen wir in dieser Version die K-wertigen Punkte (z : y : z) der zuge-
horigen elliptischen Kurve fiir K = Fon:

Im ,,Unendlichen“, also fiir z = 0, heifit die Bedingung zy? = 0, also
x = 0 oder y = 0, also gibt es genau zwei solche Punkte: (1 : 0 : 0) und
(0:1:0).

Im ,Endlichen® kénnen wir z = 1 setzen und erhalten fiir (F)") die
Bedingung

1
(x:y:1)€B(K) <=2y’ +ay=ar’+1 <=y’ +y=az+ —,
x

denn mit x = 0 gibt es keine Losung.

o Ist x € K* ein Wert mit Tr(ax + %) =0, so gibt es genau zwei Werte
von y, so dass die Bedingung erfiillt ist.

o Ist x € K* ein Wert mit Tr(az + %) # 0, also = 1, so ist die Bedingung
nicht erfiillbar.

Setzt man )
N :==#{z € K*| Tr(az + ~) = 0},
x

so ist gezeigt:

Satz 12 Die fiir a € K* durch (F;") definierte elliptische Kurve iiber K =
Fon hat genau
2N +2

K-wertige Punkte.

114



Die gleiche Uberlegung fiir (F;") ergibt die Bedingung
1
(z:y:1)€BK) <=2y’ +ay=az’+ 1+ <=y  +y=az+— +1.
x

Hier gibt es keine Moglichkeit fiir y, wenn Tr(ax + %) = 0, und genau zwei,
wenn Tr(az + 1) = 1. Mit

N, =#{z e K*| Tr(aa:—ké):l}

folgt also:

Korollar 1 Die fir a € K* durch (F, ) definierte elliptische Kurve tber
K =TFan hat genau
ON; +2

K-wertige Punkte.
Hilfssatz 11 N ist ungerade, N, gerade fiir jedes a € K*.

Beweis. Da N + N, = 2" — 1, geniigt es, die erste Aussage zu beweisen.
Es gibt genau ein b € K* mit b¥*> = a~!; fiir dieses ist ab = b™!, also
Tr(ab + b~!) = 0. Alle anderen Losungen von Tr(ax + x~!) = 0 kommen
paarweise vor: Ist # € K* — {b} eine solche, so ist auch y = a~ 'z}
denn Tr(ay +y~1) = Tr(z7! + az) =0, und y # z. ©

eine,

Korollar 2 Sei E eine gewdhnliche elliptische Kurve tber K = Fon mit
n>2und N = 2" 4+ 1+ s die Anzahl ihrer K-wertigen Punkte. Dann
ist s ungerade, und zwar s = 2N} + 1 —2" = 3 (mod 4) im Fall (F;),
s=2N; 4+1-2"=1 (mod 4) im Fall (F).

Beweis. 2" +1+s= N = 2N + 2, und fiir n > 2 ist 2" durch 4 teilbar. ©

Die relevanten Zahlen N kann man durch Exponential-Summen, soge-
nannte KLOOSTERMAN-Summen, ausdriicken: Die reellwertige Funktion

ki K* —R

sel definiert durch

H(u) — Z (_1)T&“(ux+x_1).

e KX

Klar, dass
k(u) = N — N, =2N, —2" +1 =s,

wobei 2" + 1+ s die Anzahl der Punkte der gew6hnlichen elliptischen Kurve
vom Typ (F)") ist. Also gilt fiir n > 2:
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Korollar 3 (i) x(u) =3 (mod 4) fir alle w € K*.
(i) |w(u)| < 22+ fiir alle u € K*.

An dieser Stelle wird ein weiteres tiefliegendes Ergebnis aus der Theorie
der elliptischen Kurven ohne Beweis verwendet — siehe [137]:

Satz 13 (HONDA) Fiir jede ungerade Zahl s € Z mit |s| < 227 gibt es eine
gewohnliche elliptische Kurve iiber K = Fon, die genau 2" 4+ 1+ s K-wertige
Punkte hat.

Klar im Fall n > 2, dass s = 3 (mod 4) genau dann, wenn die Kurve
vom Typ (F,") ist. Daraus folgt unmittelbar:

Hauptsatz 1 (LACHAUD/WOLFMANN) Die KLOOSTERMAN-Funktion &

nimmit fir n > 2 genau die Werte s € Z mit |s| < 227! und s = 3 (mod 4)
an.
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