3.5 Der Erwartungswert fiir die lineare Komplexitét

Nachdem nun die Verteilung der linearen Komplexitét exakt bestimmt
ist, lassen sich auch Erwartungswert und Varianz bei fester Liange exakt
bestimmen:

Hauptsatz 1 (RUEPPEL) Fir den Mittelwert
1
Ex = o5 > Au)
uelFY

und die Varianz Vy der linearen Komplexitdt aller Bitfolgen der Linge N
qgilt:

EN — E+2+£_L_L%g
2 "9 18 3.2V 9.9N "7 9o~

vy = %_14—5'£_82—2e.i_9N2+12N+4' 186
81 27 2N 81 oN 81 22N 77 81

mit € = 0 fiir gerades, € = 1 fiir ungerades N.

Bemerkenswert ist, dass die Varianz von N praktisch unabhéngig ist.
Zum Beweis muss man etwas ausholen; dabei treten Summen auf, die
mit einem Trick aus der Analysis geschlossen ausgewertet werden kénnen.

Hilfssatz 5 Fliir die Funktion

[R={1} — R, f(z)=

xr-i—l —r

x—1 "

qgilt: .
f(z) = m . [T‘Z‘T—H —(r+1)z" + 1] )

1
@)= oy 7 =™ =26 ~1a" + (* 4 )2 - 2],
22" (x)+af(x) = ﬁ [Pt — (20 + 2r — D)2 + (r +1)%2" — 2z — 1] .
Beweis. Das folgt durch direkte Rechnung. <&

Mit Hilfe von f lassen sich folgende Summen berechnen:

Korollar 1 Fiir alle x € R, x # 1, gilt:

-
in _ o [:Cr—&-l_x]’
i=1

z—1
T ) T
St = o et e ),
i=1
r ‘ T
ZiQx’ = CEEE [r22™ 2 — (2 +2r — D" + (r+ 1)%2" —2 — 1]
Tz —
i=1
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Beweis. Aus der bekannten Formel fiir die geometrische Reihe folgt

r ' r—1 ' 21
Zx’:m-Zm’:x- 1:f($),
i=1 i=0 T

Zzag—Zi(i—lxl—f—sz—x () + - f(z).
=1

Die behaupteten Formeln folgen also aus dem Hilfssatz |5 <

Korollar 2
r 3r—1 2
Co2ie1 — 2r+1
2P = T
r 2
S 2orl = 3rT =2 or1 5 gorsn _ 10
9 27 27
Beweis.
T T
) 1 ) 1 4 2
92i—1 _ = P Y/ L o 1)4" — . [3r4" —4" +1
;z 222 29[7“ (7“—|—)+]9[7" +1],

T
. 1 4
i202i—1 _ 2 2 2 2 1 2
§‘ i22% § 141—5-7 472 — (207 +2r — 1A + (r+1)%4" — 5]

:237.[(9r2—6r+5)-47"—5].

Der Mittelwert iiber die lineare Komplexitét ist nun

1 R
ENZQTV. Z )\(U)ZQTV.ZZ.MN(Z)
=0

uEFQ

2NEN Zl 22l 1_|_ Z l22Nl

1= "N+1‘|

S1 S
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Sei zundchst N gerade. Dann ist

N
2
3N —2 2 N 2 2
S — l.22l7127'2]\/+1 7:7'2]\7_7.2]\/ “
! ZZ; 18 573 5% Ty
N -1 51 71
Sp = Y LANUTFETSY N gy ah =N S AR S k4
=Y 41 k=0 k=0 k=0
N/2
_ oy 1 4 (5_1).4%_5 45141
3 9 [\2 2
N N 4 [N N
= —.oN_—_—__. — N 9N _ 9N 1
3 39 [2 8 *
N 4\ v N 4
- <6+9> 379

N 2 N 2

—oN L 2 9N =,

2 9 3 9

womit die erste Formel von Hauptsatz [1| fiir gerades N bewiesen ist.
Fiir ungerades N ist

N-—1
2
. 3N-1)-2 2 3N-5 2
S, = j.o2-1 2T )% 9N L 2 9N 4 2
! lz_; 18 *9 18 9
N 2
= 7.21\’*3.2N+,’
6 18 9
N N 5 5
Sp = S L ANTFETNY N k) ah =N YT AR S kg
=241 k=0 k=0 k=0
(N+1)/2 _ _ _
_ oy Ao AN e NAL v
3 9 2 2
N N 4 [N-1 N+1
= oN+1 _ —° =, oN+1 oN—1, 4
3 379 { > > +
2N v N 4N v 4 v N v 1 5 4
= Z1.oN T ZT N Z 9N T 9N L - 9N
3 3 Tty "9 9

N 5 N 2
NEy="-2V4 = .oV -
YT TR 39
womit die erste Formel von Hauptsatz |1 auch fiir ungerades /N bewiesen ist.
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Nun zur Berechnung der Varianz Vy. Es ist

1 1
Vv +2VEY = oN > Aw)?’ = oN > P un(),
ueFY =0
N

o N
— ZZQ . 22[—1 + Z l2 . 4N—l .
= (=
S3

Sa

Sei wieder zuerst N gerade. Dann ergibt die erste Summe

N
el 3.0 _9. N 5 10
S, — 2. 921 _ 1 2 9N+l 2 oN+1_ Y
’ l; 9 o7 27
— E .oV _ 2N .oN 10 .oV _ 10
6 9 27 27
Die zweite Summe wird weiter zerlegt:
N -1
Sio= > AN PR N (N k)24
=5 +1 k=0
81 81 81

I
M
*‘E
E
g
>
*‘?
M
=
5.

k=0
S4a S4b S::C
Diese werden einzeln ausgewertet:
N
47 —1 N2 N?
Sia = N?. DA
4a 3 3 37
4 N N N N
= N-—-|[(=—-1)-42 —— 42141
Sap 9 [(2 )42 5 42 +}
4N [N N N? 4N 4N
= =N N 9N g N oV
9 [2 8 + } 6 9 Ty
4 [N N N N N
= —.[(==-1)2 42t (2. (=—-12+2-(=—-1)—1)-42
S = g |G oDt (2 G PG - -1 a8

4 N? N?

= — |2 (—=N+1)- 2V N2V y 2. 9N L 9N L = oN _j5
27 [ (3 +1) * LST:

1 4 20 20

— N2 N NN N

12 9 27 27
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Dazu kommt noch

2
oN g2 _ (N, 2 N 2 N
N 2 "9 3.2N g9.oN
2 2
_ N v 2N v 4 v NP 1N 8
4 9 81 3 27 81
+N2 N AN 4
9.9N " 97.9N ' g81.9N

Alles zusammen ergibt

oN VN_86 ov 14N 82 N?> 4N 4
81 27 81 9.2V 27.2N  81.2N”

womit die zweite Formel von Hauptsatz [1] fiir gerades N bewiesen ist.
Die entsprechende Berechnung fiir ungerades NNV ist:

L
N2 5N 41 10
_ 2.921-1 _ 9N _ N L 2 N Y
53 Z; 12 18 108 27’
N-1
2 2N? N2
Spg = N2y 4b=""" 9N
3 3
k=0
N-1
2 N2 5N AN
Sy = N g = gN T N &
4b k 3 9 9a
k=0
N-1
2 NZ2 5N 41 20
Sy = Zogk = N _ L 9N 4 2D N 2
de >k 6 9 54 27"
k=0
N 5 N 2 12
oV E2 - | oN
N [2+18 3.2V 9.2N
N2 5N 25 N2 11N 10
_ 29N oN | 22 oN _ 2V IV
4 TR NET7e 3 27 81
N2 4N 4

+9-2N+27-2N+81-2N'

Alles zusammen ergibt

2N~VN = 53+S4a—2-84b+54c—2N-E12V
86 v _ 13N 80 ON? + 12N +4

81 27 81 812N ’

womit Hauptsatz [I] vollstindig bewiesen ist.
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