8.7 Ganzzahlige Elimination

Wie 16st man lineare Gleichungssysteme iiber dem Ring 7Z der ganzen
Zahlen? Wie berechnet man Determinanten? Wie findet man eine inverse
Matrix? Wie in der bekannten linearen Algebra iiber Korpern ist auch in
der allgemeineren Situation iiber Ringen die Trigonalisation von Matrizen
der Schliissel zu effizienten Algorithmen.

FEinen etwas hinreichend allgemeinen Rahmen liefern folgende drei Klas-
sen von Ringen (kommutativ, nullteilerfrei, mit 1):

e faktorielle Ringe = ZPE-Ringe: Alle Elemente haben eine Prim-
zerlegung, insbesondere gibt es zu je zwei Elementen einen gréfiten
gemeinsamen Teiler ggT.

e Hauptidealringe: Jedes Ideal ist Hauptideal. Hauptidealringe sind
faktoriell, und jeder ggT zweier Elemente ldsst sich linear aus diesen
kombinieren.

e FEuklidische Ringe: Es gibt eine Division mit Rest. Euklidische Rin-
ge sind Hauptidealringe; ein gg'T zweier Elemente lédsst sich samt seiner
linearen Darstellung effizient mit dem erweiterten euklidischen Algo-
rithmus bestimmen.

Die Menge der invertierbaren Matrizen mit Determinate 1 wird als

SL,(R) C GL,(R) bezeichnet.

Hilfssatz 4 Sei R ein Hauptidealring, ai,...,a, € R, d ein
geT(ay,...,an). Dann gibt es eine invertierbare Matriz U € SLp(R)

al d

as 0
Ul . =

an 0

Beweis. Sind alle a; = 0, ist die Behauptung trivial. Ansonsten kann man
(nach einer eventuellen Permutation, die als Permutationmatrix in U auf-
genommen wird — evtl. muss eine 1 durch eine —1 ersetzt werden, um die
Determinante zu 1 zu machen) o. B. d. A. a; # 0 annehmen. Da der Fall
n = 1 ebenfalls trivial ist, kann man auch n > 2 annehmen.

Sei dy := ggT(a1,az) (gemeint ist ein ggT) — dann ist do # 0 — und
allgemeiner d; = ggT(aq,...,a;) = ggT(di—1,a;) fir i = 3,...,n. Nun ist
ds = c1a1 + ceaz Linearkombination. Damit gilt die Gleichung

< c1 CQ) <a1> B ( c1a1 + coas ) B <d2>
_ax a =\ _eea1 | arap | =
dy  d a2 B T d 0
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mit der invertierbaren Koeffizientenmatrix

C C c1a CoQ
C’z( ,112 a?) mit DetC = —— + 22 — 1,
—d s do do

Dann geht es mit vollstdndiger Induktion weiter: Im allgemeinen Schritt
sei schon

d/

0

ap :
ul:|=1o mit a; # 0

an a;

an

erreicht. Dann formt man genauso wie eben zwei Koordinaten um:

d/ d/l
~ .
()~ ()
damit wird sukzessive die Matrix U aufgebaut. &

Bemerkung. Die Inverse der Matrix C' im Beweis ist

o (§ 3)
Daraus folgt, dass U und U~! zusammen durch héchstens n — 1-fache An-
wendung des euklidischen Algorithmus bestimmbar sind, dazu n — 1 Multi-

plikationen von n x n-Matrizen und hochstens n — 1 Multiplikationen von
Permutationsmatrizen.

Damit lassen sich Matrizen trigonalisieren. (Eine genauere Betrachtung
fithrt zur HERMITEschen Normalform.)

Satz 8 (i) Sei R ein Hauptidealring und A € My, (R). Dann gibt es eine
invertierbare Matriz U € SLy(R) so dass H =UA die Gestalt

* *
| firp>q, fiirp <q
0 ) 0 ’
hat.
(ii) Ist R euklidisch, so lassen sich U und U~' gemeinsam mit hochstens
p(p=1)

=5— Durchfiihrungen eines erweiterten euklidischen Algorithmus bestim-
men.
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Spezialfall. Zu einer quadratischen Matrix A € M,,,(R) wird H = UA
bestimmt. Dann ist

Det A=Det H = h11-"hpp.

Ist A invertierbar, so ist A~ = (U7'H)™! = H~1U. Dabei ist H~! fiir
die Dreiecksmatrix H trivial zu bestimmen. Determinantenberechnung und
Invertierung sind also auf die Trigonalisierung zuriickgefiihrt.

Beweis. Der Beweis besteht in der Angabe eines Algorithmus. Sei r :=
min{p, ¢}. Der Algorithmus wird initialisiert durch

H:=A U:=1, V:i=1,

Es wird eine Schleife iiber j = 1,...r durchgefiihrt; invariante Relationen
sind dabei UA = H, UV = 1,.

e Im j-ten Durchlauf sehe H zu Beginn so aus:

*
*
*
hij
0 5
hypj
Falls hj; = ... = hp; = 0, sind wir mit diesem Durchlauf fertig. Sonst

wird nach dem Hilfssatz eine Matrix U’ € SL,_;11(R) zusammen mit
(U")~! gewonnen mit

d.

(s 0
vl =

- .

Esist (§ %) € SLp(R). Man setzt als Ergebnis des Schleifendurchlaufs

1 0 1 0 1 0
v (5 p)u = (5 ) v () )

Nach dem letzten Schleifendurchlauf haben U und H die gewiinschte Gestalt.
<&

Zum Gesamtaufwand kommen noch je Z@ Matrizen-Multiplikationen

und Multiplikationen mit Permutationsmatrizen hinzu. Der Gesamtaufwand
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ist daraus aber nicht unmittelbar abzulesen, da die Grofie der Zwischener-
gebnisse nicht ohne weiteres abgeschétzt werden kann. Man erhélt durch
genauere Uberlegungen einen Aufwand von O(m?n®), wenn alle Eintrige
von A hochstens m-stellig sind und n = max(p, ¢). Diese Schranke ist durch
Optimierungen noch verbesserbar.

Wie invertiert man nun eine Matrix A € GLy(Z/nZ)? Dazu fasst man
A als ganzzahlige Matrix auf und bestimmt nach Satz ein U e SLy(Z), so
dass H = U A ganzzahlige obere Dreiecksmatrix ist. Bei Reduktion modn
bleibt die Gleichung H = U A erhalten und ebenso A~! = H~'U; da A mod
n invertierbar ist, miissen alle Diagonalelemente von H mod n invertierbar
sein.
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