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Zusammenfassung

Ublicherweise werden im Rahmen eines Algebra-Kurses die elementargeometrischen Auf-
gaben der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal als Anwendungen der Galois-Theorie
vorgestellt. An diesem Vorgehen ist im Prinzip nichts auszusetzen — es verschleiert aber,
dass dieser Themenbereich viel elementarer behandelt werden kann. Umgekehrt kann er
dann dazu dienen, die Galois-Theorie zu motivieren.

Diese Note fiihrt das in drei Stufen vor!.

Stufe 1

Hier treten Korper als Teilkorper des reellen Zahlkorpers R auf; der abstrakte Korper-
begriff wird am Rande verwendet, ist aber nicht wirklich notwendig. Weiterhin werden
aus der ebenen analytischen Geometrie die Gleichungen von Geraden und Kreisen und
aus der elementaren Algebra das Losen von quadratischen Gleichungen gebraucht.

Das Ergebnis dieser Stufe ist die Reduktion der Konstruierbarkeit auf das sukzessive
Losen von quadratischen Gleichungen.

Stufe 2

Hier werden als Methoden eingesetzt:
e cinfaches Rechnen mit Polynomen,
e die Cosinus-Funktion (fiir die Winkeldreiteilung und die regelméfligen Vielecke),
e die komplexen Einheitswurzeln (fiir die regelméfligen Vielecke),

e nicht zwingend, aber niitzlich fiir das Siebzehneck: die zyklische Gruppe der Ord-
nung 16 als multiplikative Gruppe F{.

1Ubungsaufgaben sind unsystematisch eingestreut.



Damit kann man als Ergebnisse die Konstruktionen des regelméfligen Fiinf- und Sieben-
ecks herleiten sowie die Unmoglichkeitsbeweise fiir die Konstruktion der Wiirfelverdop-
pelung, der Winkeldreiteilung und des regelméfligen Sieben- und Neunecks, kurz: fiir alle
Aufgaben, die auf kubische Gleichungen fiihren.

Stufe 3

Hier wird etwas mehr abstrakte Algebra ins Spiel gebracht:
e Automorphismen von zyklischen Gruppen und von Koérpern,
e die Korpergradformel (wird hier bewiesen),
e die Charakteristik eines Korpers (nicht wesentlich),
e die endlichen Koérper [F),

e die Teilbarkeit von Polynomen (Divisionsalgorithmus, euklidischer Algorithmus,
Irreduzibilitét — die Irreduzibilitidt der relevanten Kreisteilungspolynome wird hier
bewiesen),

e Homomorphismen, insbesondere die Substitution von Polynomen und die Koeffi-
zientenreduktion.

Hiermit lidsst sich dann die Konstruktion der regelméfiigen Vielecke befriedigend ab-
handeln, und die dabei auftretenden Tiirme von quadratischen Korpererweiterungen
fiihren ganz zwanglos zur Grundidee der Galois-Theorie: der Korrespondenz von Zwi-
schenkorpern und Untergruppen der Automorphismengruppe.

Ausblick

Die (moderne) Theorie der Algorithmen stellt allgemein die Frage:

Lafit sich ein Problem mit gegebenen Mitteln in endlich wvielen Schritten
losen?

Die {iberhistorische Bedeutung der klassischen Probleme ,, Konstruktion mit Zirkel und
Lineal®* und ,,Auflésung von Gleichungen durch Radikale* liegt darin, dass erstmals sol-
che Fragen negativ entschieden werden konnten — es hat also keinen Sinn, weiterhin nach
Verfahren dafiir zu suchen. Diese Probleme haben daher einen exemplarischen Charak-
ter, auch wenn sie selbst inhaltlich nicht von iiberragender Bedeutung sind. Allgemein
scheint es ungeheuer schwer zu sein, nicht-triviale Unmoglichkeitsbeweise zu finden, man

denke nur an das berithmte Problem P 2 NP.



1 Fragestellung und algebraische Beschreibung

1.1 Einleitung: Konstruierbare Grofien
Objekte der Betrachtung

Unsere Objekte sind Punkte, Geraden, Strecken, Kreise, Winkel in der Ebene, die wir
als reellen zweidimensionalen Raum R? interpretieren. Wir gehen davon aus, dass die
Koordinatenachsen und die Einheitslédnge gegeben sind. Unsere Objekte werden séamtlich
durch reelle Zahlen ausgedriickt, die auch negativ sein kénnen und die wir als Strecken
(-léngen) interpretieren, siehe Abbildung 1:

Punkte werden duch zwei Koordinaten, also zwei Strecken, beschrieben.
Geraden werden duch zwei Punkte, also vier Strecken, beschrieben.
Kreise werden duch Mittelpunkt und Radius, also drei Strecken, beschrieben.

Winkel werden duch ihren Cosinus, also eine Strecke, beschrieben.

Abbildung 1: Beschreibung des Punkts P, des Kreises um ) mit Radius r und des
Winkels «

Allgemeine Aufgabenstellung

Gegeben ist eine endliche Menge M C R von Strecken — und damit implizit

e alle Punkte, deren Koordinaten in M liegen,



e alle Geraden durch zwei solche Punkte,
e alle Kreise um solche Punkte, deren Radius auch in M liegt,

e alle Winkel, deren Cosinus in M liegt.
Die Einheitsldnge wird durch 1 € M représentiert.

Gesucht ist eine weitere Strecke x (oder mehrere) durch Konstruktion mit Zirkel und
Lineal aus den gegebenen Groflen, also den Elementen von M.

Beispiel: Gegeben ist ein Dreieck, also drei Punkte bzw. sechs reelle Zahlen, gesucht
ist sein Schwerpunkt, siehe Abbildung 4.

Konstruktionsschritte

N

|

Abbildung 2: Schnitt zweier Geraden, einer Geraden mit einem Kreis und zweier Kreise
Die Konstruktion mit Zirkel und Lineal bedeutet die Ausfithrung von elementaren
Schritten dreier Typen, siche Abbildung 2:

1. Bestimmung des Schnittpunkts zweier Geraden,
2. Bestimmung der Schnittpunkte einer Geraden und eines Kreises,

3. Bestimmung der Schnittpunkte zweier Kreise.

Dadurch entsteht aus M eine Obermenge M’ O M von direkt (in einem Schritt) konstru-
ierbaren Strecken. Da M endlich ist und somit nur endlich viele verschiedene Geraden
und Kreise beschreiben kann, ist auch M’ wieder endlich. Sukzessiv erhalten wir eine
aufsteigende Folge von endlichen Mengen

McMcM®Pc...cM™cC...CR.



Definition. Eine Strecke x € R heifit aus M (mit Zirkel und Lineal) konstruier-
bar, wenn es ein n € N gibt mit z € M ™,

Beispiel: Konstruktion des Schwerpunkts eines Dreiecks. Hier besteht M aus den Koor-
dinaten a1, as, b1, ba, c1, co der Ecken des gegebenen Dreiecks und ihren Absténden,
den Seitenlidngen di, da,ds des Dreiecks. D.h. M = {ay, a9, b1,b2,c1,co,d1,da,ds}.

Schritt 1: Fiir jede der drei Seiten wird durch die beiden Endpunkte jeweils der Kreis
geschlagen, der durch den anderen Endpunkt geht, und die beiden Schnittpunkte
dieser beiden Kreise bestimmt?. Deren Koordinaten, also sechs Koordinatenpaare,
zu M hinzugefiigt, liegen in M’.

Schritt 2: Fiir jede der drei Seiten wird duch die beiden Kreis-Schnittpunkte die Gerade
gezogen, und deren Schnittpunkte mit der jeweiligen Dreiecksseite bestimmt. Das
ergibt drei neue Koordinatenpaare, die in M? liegen, siche Abbildung 3.

Schritt 3: Wir verbinden zwei der eben bestimmten Seitenmittelpunkte mit der jeweils
gegeniiberliegenden Ecke durch eine Gerade und bestimmen den Schnittpunkt die-
ser beiden Geraden. Dessen Koordinaten x1,z2 € M®) sind die Losung unserer
Aufgabe, sieche Abbildung 4.

Abbildung 3: Mittelpunkt einer Strecke in zwei Schritten

’Die Mittelpunkte dieser Kreise haben Koordinaten in M. Die Radien sind die Seitenlingen, also
auch Elemente von M. Natiirlich kann man die Radien in dieser Konstruktion auch willkiirlich wéhlen,
aber das wiirde unser Modell unnétig verkomplizieren.



(ay,a3)

Abbildung 4: Schwerpunkt eines Dreiecks

1.2 Ubergang zur Algebra

Eine endliche Menge M C R von reellen Zahlen sei gegeben (mit 1 € M). Wir bilden
den Zahlkorper K = Q(M), den kleinsten Teilkérper von R, der M enthélt. Er besteht
aus allen Zahlen, die sich rational, also durch endlich viele Operationen +, —, x, /, aus
Elementen von Q und M bilden lassen.

Hilfssatz 1 Sei x € R.
(i) Ist x € K, so ist x aus M konstruierbar.

(ii) Ist 22 € K, so ist x aus M konstruierbar.

Beweis. Da x aus M durch endlich viele rationale Operationen und (im Fall (ii)) eine
Quadratwurzel entsteht, ist fiir a,b € M, a # 0 zu zeigen, dass a +b, a — b, a- b, 1/a
und +/a aus M konstruierbar sind. Das geschieht in den Abbildungen 5-8. <

Hilfssatz 2 (i) Jede Gerade durch zwei verschiedene Punkte € K? hat eine Gleichung
der Form
ax +by=c mita,b,ce K, a,b nicht beide 0.

(ii) Jeder Kreis um einen Punkt € K? mit Radius € K hat eine Gleichung der Form

?+ar+yP+by=c mitab,ceK.



//’ \\
- k]
’ /\
’ ’ N
, \
/ , .
a—b ! L7 \
- ° - . Pu—— - Y
a b emememmemm-- ...
a b
a+h

-
N
‘\
N
N
~
\\
‘\
\\
‘\
T e
~
\\
‘\
ria=b:1 o
\\
x=ab N
~
\\
~ S
"\ \\
~ ~
~ ~
< <
" ~. ~.
\\ \‘-.
~. ~.
"\ \\
~ -
1 e e e
b

(0,1) ¢ _
r:1=1:a “"‘-.\
z=1/a "‘~\__
T \“-§‘ &\‘-,\
0,0 - -
0.0) 1

Abbildung 7: Inverses einer Strecke (Ahnlichkeitssatz)



Abbildung 8: Quadratwurzel aus einer Strecke (Hohensatz)

Beweis. (i) Die Gerade durch zwei verschiedene Punkte (1, y1) und (z2,y2) € K? besteht
genau aus den Punkten (z,y) = (z1,y1) + ¢+ (x2 — x1,y2 — y1) mit beliebigem t € R. Sei
etwa xg # x1 (im Falle y2 # y; argumentiert man analog). Dann ist t = (x—z1)/(x2—21),

also
Tr — T

y=1+ (y2 — 1)

To — X1
Die Behauptung folgt mit
a=y2—y1, b=z2—2:1#0, c=az1-(y2—v1).
(ii) Der Kreis um (zo,y9) € K? mit Radius r € K besteht genau aus den Punkten
(z,y) mit

(z —20)* + (y — o) =17

Daraus folgt die Behauptung durch die Umformung

2® = 2rgx +y* — 2yoy = —xg — yg + 17

Aufgaben

1. Die Menge aller aus M konstruierbaren Zahlen (Strecken) ist ein Korper.

1.3 Quadratwurzel-Erweiterungen

Definition. Eine Korpererweiterung L O K heiffit Quadratwurzel-Erweiterung,

wenn es eine Kette
K=KyCKyC...CK,,=1L



von Korpern® und 6; € K; gibt mit (512 € Kijund K; = K;_1(6) furi =1,...,m.
Damit kénnen wir eine erste Fassung des Konstruierbarkeitskriteriums formulieren:

Satz 1 Die Strecke x € R ist genau dann aus der endlichen Menge M C R konstruier-
bar, wenn x Element einer Quadratwurzel-Erweiterung von Q(M) ist.

Beweis. Die Richtung ,,<="* folgt direkt aus Hilfssatz 1 (ii), weil & durch endlich viele
Operationen +, —, x, / und / aus M entsteht.

Fiir die umgekehrte Richtung ,,=—“ zeigen wir zu gegebenem Korper K C R, dass
jeder der elementaren Konstruktionsschritte aus 1.1 Elemente von K oder einer quadra-
tischen Erweiterung K (y/a) fiir ein geeignetes Element a € K liefert.

(i) Der Schnittpunkt zweier Geraden: Ihre Gleichungen seien ax + by = ¢ und
dr 4+ ey = f. Sie sind genau dann nicht parallel, wenn die Determinante ae — bd # 0
ist. Der Schnittpunkt ist dann

(z.y) = (ce—bf af—cd> c K2

ae —bd’ ae — bd

(ii) Schnitt von Kreis (mit Gleichung x? + ax + 32 + by = ¢) und Gerade (mit
Gleichung dx +ey = f): Sei etwa d # 0. Dann folgt fiir jeden Schnittpunkt (z,y) aus der
Geradengleichung, dass © = (f — ey)/d. Dieses in die Kreisgleichung eingesetzt ergibt
eine quadratische Gleichung fiir y iiber K. Also gibt es (falls {iberhaupt Schnittpunkte
existieren) ein § € R mit 62 € K, und z,y € K(§).4

(iii) Der Schnitt zweier Kreise mit Gleichungen

P tar+y  +by = c,
2 +dr+y*+ey = f,
wird durch Differenzbildung der beiden Gleichungen,
(a—d)yz+(b—€ey=c—f,
auf den Fall (ii) zurtickgefiihrt. <
Wie beim Themenkreis der Auflésung von Gleichungen durch Radikale stoflen wir
auch hier auf die algebraische Aufgabe, einen Uberblick {iber mogliche Zwischenkorper zu
bekommen, die im Prinzip durch die Galois-Theorie gelost wird, hier aber viel einfacher
ist.
Aufgaben

1. Bestimme eine minimale Kette von quadratischen Erweiterungen fiir V/2+4+/3 iiber
dem Korper Q der rationalen Zahlen.

3Wenn char K # 2, kénnte man auch sagen: durch eine Kette von quadratischen Erweiterungen. In
Charakteristik 2 ist das etwas problematisch, aber im momentanen Kontext ohne Belang.
4Es konnte, z. B. aus einem fritheren Konstruktionsschritt, schon § € K sein. Das schadet nicht.



2 Anwendung auf konkrete Konstruktionsaufgaben

2.1 Regelmiflige Vielecke

Bezeichnen wir die Aussage ,,das regelméflige n-Eck ist mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar“ als IC(n), so gilt (vergleiche Abbildung 9 und Satz 1):

2
K(n) <= z =cos T st aus M = {1} konstruierbar.
n

<= 1 liegt in einer Quadratwurzel-Erweiterung von Q.

Aus x gewinnt man die ,erste* Ecke des n-Ecks durch Errichtung einer Senkrechten
(die Verbindung von z bis zum Schnittpunkt ¢ mit dem Einheitskreis)®. Die iibrigen
Ecken erhélt man, indem man die Strecke zwischen 1 und ¢ so lange rund um den Kreis
abtrégt, bis man wieder am Anfang angelangt ist. Das bedeutet jedesmal, den Schnitt
zweier Kreise zu bestimmen.

Abbildung 9: Die primitive n-te Einheitswurzel ¢ und das regelméfiige n-Eck in der
komplexen Ebene

Hilfssatz 1 (i) Gilt K(n) und ist m|n ein Teiler, so gilt auch K(m).
(ii) Sind m und n teilerfremd und gelten K(m) und K(n), so gilt auch K(mn).
(iii) Ist n = pi*---plim die Primzerlegung, so gilt:

K(n) < K(p;") firallei=1,...m.

Das ist natiirlich schon ein Folge mehrerer elementarer Konstruktionsschritte.
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(iv) Gilt K(n), so auch K(2n).
(v) K(2") fiir alle r.
(vi) K(3).

Beweis. (1) Man konstruiert das n-Eck und lésst iiberfliissige Ecken weg.
(ii) Es gibt ganze Zahlen a und b mit am + bn = 1. Trégt man fortlaufend b-mal den
Winkel a = 27/m und a-mal den Winkel 8 = 27 /n auf’, so gelangt man zum Winkel

2br 2am B 2bnm + 2amm

2
ba+af =—+ = :i,
m n mn mn

der das mn-Eck charakterisiert.

(iii) ist eine unmittelbare Folge aus (i) und (ii).

(iv) Man halbiert den Winkel o = 27/n, indem man wie in Abbildung 3 die Verbin-
dung von 1 und ¢ = €2™/™ (in der komplexen Ebene) halbiert.

(v) folgt mit (iv) aus K(2) (oder K(4)).

(vi) cos2m/3 = —1/2 ist sogar rational. &

Nach Hilfssatz 1 bleiben als ,,Problemfille* nur die Eckenzahlen p™ mit einer Primzahl
p # 2 und einem natiirlichen Exponenten r > 1. Der erste davon ist p = 5, r = 1. Von
diesem handelt der n#ichste Abschnitt 2.2.

2.2 Beispiel: das regelmiflige Fiinfeck

Hier spielt die fiinfte Einheitswurzel ¢ = ¢*™/> € C die entscheidende Rolle”. Sie ist
Nullstelle des Polynoms X® — 1 = (X — 1) (X*+ X3 + X2+ X +1). Da ¢® = 1, aber
¢ # 1 (und natiirlich auch ¢ # 0), erfiillt ¢ die Relation

1 1
(1) P+ 3+ +¢+1=0 oder dquivalent C2+§—|—1+E+?2:0_

Ein wichtiger Zwischenschritt ist die Substitution von DE MOIVRE®:

1 1
y:C+Z also y2:C2—{—2—|—?.

Wie man in Abbildung 9 sieht, ist y = 2z = 2 cos «, wo a = 27 /5 das Argument von ¢ in
Polarkoordinaten ist. Aus der Relation (1) fiir ¢ wird somit die quadratische Gleichung

v +y—1=0

Sfalls diese Anzahl a oder b positiv ist, geht man im positiven Sinn vorwérts, sonst umgekehrt.
"Wir identifizieren hier ganz zwanglos C mit der Ebene R?.
8 Abraham de Moivre, 16671754
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fiir y, die von y = (—1++/5)/2 erfiillt wird. Das ergibt fiir = cosa (das ja positiv sein
muss) die Losung

—1+v56 _ (-1+V5)(1+V6) 1
4 4(1+5) _1+\/5€Q(\/5)'

Da dieser Korper eine Quadratwurzel-Erweiterung von Q ist, haben wir insbesondere
gezeigt:

(2) T =

Satz 1 Es gilt K(5), d. h., das regelmaifsige Fiinfeck ist mit Zirkel und Lineal konstru-
terbar.

Abbildung 10: Eine Konstruktion des regelméfligen Fiinfecks

Aber die Losungsgleichung (2) beweist nicht nur die Existenz, sondern fiithrt auch
tatséchlich zu einem expliziten Konstruktionsverfahren, sieche Abbildung 10:

1. Konstruiere das rechtwinklige Dreieck (O, F, A) mit den Katheten 1 und 2. Die
Hypothenuse OA hat dann die Linge /5 nach dem Satz von Pythagoras®.

2. Verldngere die Hypothenuse um 1, was den Punkt B ergibt.

3. Schneide den Kreis um O durch B mit der verlingerten Kathete EA, was den
Punkt C' ergibt.

9Wir brauchen also nicht die etwas kompliziertere Konstruktion der Quadratwurzel aus Abbildung 8
zu bemiihen.
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4. Die Strecke OC hat dann wie OB die Linge 1+ /5, d. h., ihr Winkel mit OF hat
den Cosinus 1/(1 + +/5) = x. Thr Schnittpunkt mit dem Einheitskreis ist also (als
komplexe Zahl interpretiert) die gesuchte Einheitswurzel ¢, also die néchste Ecke
des Fiinfecks.

2.3 Das regelmiflige Siebzehneck

Die Konstruktion des regelméfligen 17-Ecks wurde von GAUSS 1796 im Rahmen seiner
Dissertation gefunden und erregte damals ziemliches Aufsehen. Niemand hatte geglaubt,
dass es iiber das Fiinfeck hinaus noch weitere konstruierbare Vielecke (mit primer Ecken-
zahl) geben kénnte. Die Herleitung hier ist ziemlich elementar (im Rahmen der Theorie
der Einheitswurzeln), wird aber geheimnisvoll bleiben. Was wirklich passiert, werden wir
spater nochmal von einem héheren Standpunkt aus betrachten.

Ausgangspunkt ist die primitive 17. Einheitswurzel e = ¢2™/17. Als Nullstelle # 1
des Polynoms X7 —1 = (X — 1)(1 4+ X + --- + X10) erfiillt sie die Relation

(3) l+e+---+e'®=0,

die alle siebzehn 17. Einheitswurzeln 1, ¢, ..., €' miteinander verbindet!?. Die ent-

scheidende Idee von GAUSS (von ihm natiirlich vollig anders ausgedriickt) war, dass die
multiplikative Gruppe G = Fy; des Kérpers Fi7 = Z/17Z zyklisch ist und vom Element
3 erzeugt wird, denn die sukzessiven Potenzen von 3 in F;7 sind:

Exponent: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Potenz: 39 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 1

Wir schreiben nun ¢, := % fiir v = 0,...15, d. h., wir durchlaufen die 16 Einheitswur-
zeln # 1 in der Reihenfolge g, ..., 15 =

und halten die Gleichung (3) in der Form fest, dass 9+ - -+¢15 = —1. Wir bilden nun die
,»GauBschen Perioden®, siehe Tabelle 1, und finden unsere gesuchte Gréfie x = cos(27/17)
unter ihnen als 2z = x5, = ¢ + 6.

Die weiterfithrende Beobachtung ist nun, dass die Perioden jeder Linge ,,quadratisch
iiber den Perioden der doppelten Linge“ sind. Das bedeutet dann, dass = als Periode
der Lange 2 durch eine Quadratwurzel-Erweiterung von Ko = Q eingefangen ist. Das
gehen wir jetzt Schritt fiir Schritt durch.

Schritt 1: Es ist 17 + 12 = —1 nach (3). In dem durch eine Doppelsumme ausge-
driickten Produkt
T T2 = Z ZSGH)
acAbeB

0ynd die GroBmutter aller ,,GauBschen Summen* ist

13



Ty = eotert-ten = e+l 4B+ eP 4048 et 42
3+l edpell ety el el 4 ef

T2 = €1+ée3t--teEn =

Ty = eot+estesterr = e+elB¥4elf4ed
Too = €1+eEs+eEgteEs = ..

Tog = eategtegten = e+l 48462
Tog = E3+E€7+E€11+€E = ...

x31 = €£0+€8 = e4¢l6

T35 = E4+€12 = By

Tabelle 1: Die Gauflischen Perioden fiir das Siebzehneck

treten 64 Summanden auf, und €'” = £° ist nicht dabei. Daher kommt ein Summand
ek mindestens viermal vor (mit 1 < k < 16). Es kommen also in den Exponenten der

Summe mindestens vier verschiedene Kombinationen
k=a1+b =a2+by=a3+bs=a4+by mita;b; €Fi;

vor. Da die Gruppe Fy, zyklisch von der Ordnung 16 ist, ist jeder andere Summand ein
€™ mit 2 < r < 16. Der Exponent 7k kommt aber auch mindestens viermal vor in den
Kombinationen rk = ra; + rb; mod 17, die alle verschieden sind. (Wire etwa ra; = rasg
im Korper Fy7, so auch schon a; = ay.) Das geht nur, wenn in der Summe jeder Exponent
genau viermal vorkommt. Also ist

(E11-:E12:4'Z€s:—4.

s=1

(Das kann man natiirlich auch durch explizites Ausmultiplizieren berechnen, ohne den
endlichen Kérper Fi7 bemiihen zu miissen.) Also sind x1; und x12 die beiden Nullstellen
des Polynoms X2 + X — 4 € Q[X], also

1 /1 —1+£V17
$115I12:_§i 14‘4:? EKlZQ(V]_?)

Schritt 2: Es ist x9; + x93 = x11, und weil beim Ausmultiplizieren des Produkts
Zo1 - T3 sechzehn Summanden entstehen, unter denen e, ...c' alle vertreten sind, ist
To1-T23 = —1. Also sind 291 und x93 die Nullstellen des Polynoms X2 —211 X —1 € K;[X]
und somit in einer Quadratwurzel-Erweiterung Ko O K; enthalten.

Schritt 3: Ebenso sind x99 und 24 die Nullstellen des Polynoms X2 — 12X — 1 aus
K1[X] C K5[X] und somit in einer Quadratwurzel-Erweiterung K3 O K enthalten.

Schritt 4: Schliellich ist x31 + x35 = x91 und

1’31‘3335:55+€14+€3+512:52+56+510+514:x227
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also sind z3; und z35 die Nullstellen des Polynoms X 2 g0 X +x99 € K3 [X] und somit
in einer Quadratwurzel-Erweiterung K4 O K3 enthalten.

Also liegt * = x31/2 in der Quadratwurzel-Erweiterung K4 von @Q, und damit ist
bewiesen:

Satz 2 Es gilt K(17), d. h., das regelmdfige Siebzehneck ist mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar.

Bemerkungen

1. Neben DE MOIVRE hatte auch COTES!'! sich vor GAUSS mit der , Kreisteilungsglei-
chung® 2"~ ! 4. .. 41 = 0 befasst und bemerkt, dass sie sich durch die Substitution
y =z + 1/x auf eine Gleichung vom Grad (n — 1)/2 reduziert (bei ungeradem n).

2. Die moderne Sicht'? auf die GauBschen Perioden fiir die n-ten Einheitswurzeln wird
die Untergruppen H der Gruppe G = (F/nlF)* und ihre Nebenklassen aH € G/H
fiir a € G in den Fokus riicken. Die zugehorigen Gauflschen Perioden haben dann

die Form
Z ev.

veaH

Aufgaben

1. Was wird bei der Substitution y = z+1/x aus einer Kreisteilungsgleichung geraden
Grades?

2. Finde mit Hilfe der Gaufischen Perioden Ausdriicke fiir die 5. Einheitswurzeln
durch Quadratwurzeln.

3. Finde mit Hilfe der GauBlschen Perioden Ausdriicke fiir die 7. Einheitswurzeln
durch Quadrat- und Kubikwurzeln.

2.4 Weitere Konstruktionsprobleme

Wi iirfelverdoppelung

Gegeben ist ein (dreidimensionaler) Wiirfel der Kantenlidnge 1, der also auch das Vo-
lumen 1 hat.

Gesucht ist ein Wiirfel vom Volumen 2; genauer gesagt, soll seine Kantenldnge x kon-
struiert werden. Sie erfiillt die Gleichung
(4) 3 =2.

HRoger Cotes, 1682-1716
12die die Galois-Theorie im Spezialfall vorwegnimmt
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Winkeldreiteilung
Gegeben ist der Winkel a.

Gesucht der Winkel 5 = «/3. Aus der elementaren Trigonometrie ist die Beziehung

cosa =4 cos® B — 3 cos 3
SN~~~ ~——

a T

bekannt, also 423 — 3z — a = 0, oder fiir y = 2z iiber Q(a):

(5) y® — 3y — 2a = 0.

Insbesondere fiir den Winkel o = 60° ist 2a = 2cosa = 1 € Z, fiir den Winkel a = 120°
ist 2a = 2cosa = —1 € Z.
Konstruktion des Neunecks
Hier ist der Winkel 360°/9 = 40° zu konstruieren. Das ist dquivalent zur Dreiteilung des
Winkels a = 120° mit cosaw = —1/2.
Konstruktion des Siebenecks
Hier spielt die siebte Einheitswurzel ¢ = e2™/7 die Hauptrolle. Auf die Gleichung
1 1 1
CHC+H(+1+>+5+5=0
¢ ¢ ¢
wird die de-Moivresche Transformation y = 22 = ( + % angewendet. Da

3 1 1
3 3 2 2

¢ ¢ ¢?
ergibt sich fiir y als zu 16sende Gleichung
(6) vy +yP—2y—1=0.

Alle diese Konstruktionsaufgaben fiihren also auf Gleichungen dritten Grades und
werden durch den folgenden Satz 3 erledigt.
Quadratur des Kreises

Gegeben ist der Einheitskreis. Seine Fliche ist 7.

Gesucht ist ein Quadrat der Fliche 7. Seine Seitenlinge ist also /7. Sie wiire genau
dann konstruierbar, wenn 7 konstruierbar wire. Da 7 aber transzendent ist (was
hier nicht bewiesen wird), also iiberhaupt keiner Polynomgleichung iiber Q geniigt,
ist das nicht der Fall.
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2.5 Gleichungen dritten Grades

Die Unmoglichkeit von Konstruktionsproblemen, die auf Gleichungen dritten Grades
fithren, wird durch den folgenden Satz gesichert, dessen elementarar Beweis in die-
ser Form auf LANDAU!? 1897 zuriickgeht. Verwendet wird, dass fiir eine einfache
Quadratwurzel-Erweiterung K C K(9) die Abbildung a + bd — a — bd ein Automor-
phismus von L ist.

Satz 3 Sei K C R ein Teilkorper. Das Polynom
f=X"+aX?+bX +c € K[X]

habe keine Nullstelle in K. Dann gibt es keine Quadratwurzel-Erweiterung von K, in
der f eine Nullstelle hat.

Beweis. Angenommen doch. Sei dann
K=KyCcK) C...CKy,

eine Kette von echten einfachen Quadratwurzel-Erweiterungen mit minimalem m, so
dass K, eine Nullstelle x von f enthélt. Da f keine Nullstelle in K hat, ist m > 1. Sei
K, = m_l(\/?j) mit r € K, 1.
Sei o der nicht-triviale Automorphismus u + vy/r — u — vy/r von K, iiber K, 1.
Dann ist
floz) = (02)* + a(02)* + b(0x) + c = o f(x) = 0.

Ist x = p+q+/r mit p,q € Kyp—1, ¢ # 0, so ist ox = p — q+/r # x. Die Summe der drei
Nullstellen von f ist —a, also ist die dritte Nullstelle

Yy=—a—x—0r=a—2p.

Diese liegt aber in K,,—1, Widerspruch. <&

Anmerkung. Etwas mehr Korpertheorie vorausgesetzt, siche Abschnitt 3.3, verkiirzt
sich das Argument so: Der Grad von K, iiber K ist eine Zweierpotenz, also auch
der Grad von K, iiber K,, 1. Daher kann ein iiber K, 1 irreduzibles Polynom
vom Grad 3 in K, keine Nullstelle haben.

Korollar 1 Die Wiirfelverdoppelung mit Zirkel und Lineal ist unmdglich.

Beweis. Die reelle dritte Wurzel /2 ist nicht rational, erst recht nicht die beiden nicht-
reellen dritten Wurzeln aus 2. &

Fiir die beiden iibrigen Probleme, Winkeldreiteilung und Siebeneck, ziehen wir noch
einen weiteren Satz hinzu.

BBEdmund Landau, 1877-1938
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Satz 4 Sei f = X" + a1 X" ' + .-+ a, € Z[X] ein normiertes ganzzahliges Polynom
mit n > 1. Dann liegt jede rationale Nullstelle © € Q von f schon in Z und ist Teiler
VON Ay, .

Beweis. Sei x = p/q mit teilerfremden ganzen Zahlen p, ¢ € Z. Dann gilt

» n » n—1
(Y o (2) o,
q q

pn+a1pn_1q++anqn:07

n—l) — _pn_

q- (ap" '+ +ang
Wegen der Teilerfremdheit folgt ¢ = £1. Da dann
p-(" L ap" gt ) = tan,

folgt = = +play,. ¢

Korollar 2 Die Winkel 60° und 120° sind nicht mit Zirkel und Lineal dreiteilbar.

Beweis. Hiitten die Polynome Y2 — 3Y =+ 1 rationale Nullstellen, so konnten das nach
Satz 4 nur die ganzen Zahlen +1 sein. Diese sind aber keine Nullstellen. Nach Satz 3
gibt es daher auch in keiner Quadratwurzel-Erweiterung von Q eine Nullstelle. &

Korollar 3 Das regelmdflige Neuneck ist nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Beweis. Sonst wiare der Winkel 120° dreiteilbar. &

Korollar 4 Das regelmdfige Siebeneck ist nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Beweis. Fiir das Polynom Y3 +Y?2 —2Y —1 gilt das gleiche Argument wie bei Korollar 2.
&

Aufgaben
1. Warum sind /3 und /4 nicht konstruierbar? Verallgemeinerung?

2. Welche Winkel sind dreiteilbar? Finde unendlich viele Winkel mit rationalem Co-
sinus, die nicht dreiteilbar sind.

3. Finde einen Winkel, der nicht fiinfgeteilt werden kann.

4. Fiir n € N ist der Winkel n° genau dann konstruierbar, wenn 3|n.
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2.6

. Driicke mit Hilfe der Gaufischen Perioden fiir das Siebeneck die siebten Einheits-

wurzeln durch Quadrat- und Kubikwurzeln aus.

. Zeige, dass das regelméfige Elfeck nicht konstruierbar ist.

Verallgemeinere die Uberlegungen der beiden vorangehenden Aufgaben zu einem
Kriterium fiir Konstruktionsprobleme, die auf Gleichungen fiinften Grades fiihren.

Historische Bemerkungen

. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fand die Konstruktionsmoglichkeit des re-

gelmiBigen Siebzehnecks 1796 (als 18-J#hriger) und verallgemeinerte dies zu einer
griindlichen Untersuchung der Einheitswurzeln (,Kreisteilung®), die in

C. F. Gauss: Disquisitiones arithmeticae. Fleischer, Leipzig 1801.

veroffentlicht wurde (in lateinisch) und als grundlegendes Werk der Zahlentheorie
gilt. Er formulierte darin auch die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die Konstruierbarkeit des regelméafligen n-Ecks allgemein, bewies strenggenommen
aber nur die Notwendigkeit dieser Bedingung.

. Der vollstédndige Beweis findet sich erstmals bei Pierre WANTZEL (1814-1848):

P. WANTZEL: Recherches sur les moyens de reconnaitre si un probleme
de géométrie peut se resoudre avec la regle et le compas. J. Math. Pures
Appl. 2 (1837), 366-372.

Hier gab er ebenfalls die Beweise fiir die Winkeldreiteilung und die Wiirfelverdop-
pelung.

. Edmund LANDAU (1877-1938) formulierte 1897 den einfachen elementaren Trick

aus Satz 3 fiir Gleichungen dritten Grades; erstmals veroffentlicht wurde er in

H. WEBER, J. WELLSTEIN: Encyklopddie der Elementar-Mathematik I
— Elementare Algebra und Analysis. Teubner, Leipzig 1903.

3 Einordnung in die Galois-Theorie

3.1

Grundidee: Permutation der Nullstellen

LAGRANGE' brachte die Frage nach der Auflssung von Polynomgleichungen einen ent-
scheidenden Schritt weiter durch die Idee, Permutationen der Nullstellen zu studieren
und daraus Hilfsgroflen zu gewinnen, die bei der Auflosung helfen. Sinngemé&s:

Permutiere die Nullstellen und finde Ausdriicke, die bei einigen, aber nicht
bei allen Permutationen invariant sind.

14 Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813; in Turin als Giuseppe Lodovico Lagrangia geboren
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Er publizierte diese Idee und daraus folgende Losungsansétze in:

J. L. LAGRANGE: Réflexions sur la résolution algébrique des equations. Nou-
veaux Mémoires de I’Academie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin,
années 1770 et 1771.

Auch andere Mathematiker wie VANDERMONDE'® verfolgten in dieser Zeit dhnliche Ide-
en, drangen aber nicht so tief in die Materie ein wie LAGRANGE.
3.2 Die Gauflschen Perioden als Invarianten

LAGRANGE kannte die Gaufischen Perioden natiirlich noch nicht. Ob GAUSS umgekehrt
die Schrift von LAGRANGE 1796 schon kannte, ist unklar'®; er kénnte seinen Ansatz auch
unabhéngig intuitiv entwickelt haben.

In der Bezeichnung von Tabelle 1 betrachten wir als Beispiel die Periode

To1 = e+l 416 —1—54.

Die zyklische Gruppe der 17. Einheitswurzeln wird von jedem ihrer Elemente aufler 1
erzeugt. Jede Zuordnung € — " flir r = 1,...,16 erzeugt also einen Automorphismus
o, dieser Gruppe durch &7 — ™. Speziell o9 schickt x9; nach

2469 41 4 S = g,

und o4 bewirkt
21 0—>€4+6+613+€16 = 21,

lisst @9 also invariant. Ahnlich sind auch die anderen Perioden , teilweise invariant“,
d. h. unter einer Untergruppe. Diese Untergruppen kennen wir alle:

Hilfssatz 1 Sei G = (g) eine endliche zyklische Gruppe mit erzeugendem Element g
und von der Ordnung #G = n. Dann ist jede Untergruppe H < G zyklisch, und zwar
H = (g% fiird=n/#H.

Beweis. Sei d > 1 minimal mit g% € H. Ist nun h = ¢° € H ein beliebiges Element von
H, so liefert die Division mit Rest s = gd + r mit 0 < r < d. Dann ist

g =g =g"(g") 1 € H.
Wegen der Minimalitiit von d muss r = 0 sein, und h € (g?). ©

Damit konstruieren wir einen Turm von Kérpererweiterungen'”:

15 Alexandre-Théophile Vandermonde, 1735-1796
1Immerhin war Lagrange ja an der Akademie in Berlin tétig.
17in der Ausdrucksweise des nichsten Abschnitts 3.3 jeweils vom Grad 2
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Grad Untergruppe Korper

16 1 Q(e)
é <U’8> Q(z31, "~ - T38)
Jl <U’4> Q(z21, $22‘, T23, T24)
; <U’2> @(xll‘a T12)
T
Die Einheitswurzeln ¢, . . . , €19 bilden eine Vektorraum-Basis von Q(¢) iiber Q, und die
oj, j=1,...,16, lassen sich zu Kérperautomorphismen von Q(¢) iiber Q fortsetzen, die

Q elementweise festlassen. Durch die GauBische Nummerierung e, = &3 fiir v = 0,...15
wird die Basis umgeordnet, und der Automorphismus og bewirkt!®:

e e'®  also g eg,  allgemein g, — g,48.

Fiir ein beliebiges Element = des Korpers Q(¢) gilt also

15

15
g,
ng ave, =3 E AL EL+S -

v=0 v=0

Daran erkennen wir, wann x unter og invariant ist:

o8r = <= ay=ay4g furv=20,...,7
<= z Linearkombination von x31,...,x3s.
Der Korper Q(31, . . ., x33) besteht also genau aus den Invarianten der Untergruppe (o).

Genauso besteht auf jeder Etage des Turms der Korper in der rechten Spalte genau aus
den Invarianten der Untergruppe in der mittleren Spalte.

Damit ist die Bildung der GauBschen Perioden aus der Sicht der (historisch spéter
entwickelten) Korpertheorie geklért.

Aufgaben
1. Beschreibe jede Etage des Erweiterungs-Turms von Q(¢) 2 Q durch die Adjunktion
einer Quadratwurzel.

3.3 Ausflug: Die Korpergradformel

Eines der einfachsten Ergebnisse der Korpertheorie ist die Korpergradformel. Sie wird
uns dabei helfen, die Konstruierbarkeit allgemeinerer regelméfliger Vielecke zu untersu-
chen. Sie wurde in dieser Form von DEDEKIND'? in die Algebra eingefiihrt. Ist L O K ein

8Die von GauB intuitiv aufgespiirte versteckte Symmetrie der Einheitswurzeln wird also durch die
Gruppenoperation leicht verstandlich.
19 Julius Wilhelm Richard Dedekind, 1831-1916
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Erweiterungskorper, so ist er auf natiirliche Weise ein Vektorraum iiber K und hat als
solcher eine Dimension Dimg L, die in diesem Kontext auch als Kérpergrad bezeichnet
wird.

Satz 1 Seien M D L O K Korper. Dann ist
Dimg M = Dim;, M x Dimg L.

Beweis. Sei {z; | i € I} eine K-Basis von L und {y; |j € J} eine L-Basis von M. Wir
miissen nur zeigen dass
{l‘ﬁJjHEI,jGJ}

eine K-Basis von M ist.
Sei z € M. Dann ist

z = Y bjy; mitb; € L, fast alle b =0,

jeJ

bj = E Qi T; mit ajj € K, fast alle ajj = 0,
i€l

z = g AijTiYy,
ieljed

wobei nur endlich viele Koeffizienten # 0 sind.
Nun ist noch die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen. Sei

0= Z cijriy; mit ¢; € K, fast alle ¢;; = 0.
iel,jedJ

Da die y; linear unabhéngig iiber L sind, folgt ) . ; ¢ijz; = 0 fiir alle j € J, und weil
die x; linear unabhéingig tiber K sind, weiter ¢;; = 0 fiir alle s € / und alle j € J. ¢

Anmerkung. Aus heutiger Sicht ist dieser Satz eine Trivialitdt. Im 19. Jahrhundert
war aber die lineare Algebra nicht so geldaufiges mathematisches Grundwissen.

Korollar 1 Sei L O K ein Erweiterungskirper von Primzahlgrad. Dann gibt es keinen
echten Zwischenkdrper.

Korollar 2 Sei L O K eine einfache Quadratwurzel-Erweiterung, also L = K(5) mit
§ ¢ K, 6> € K. Dann ist der Grad Dimg L = 2. Falls char K # 2, gilt auch umgekehrt:
Ist Dimg L =2, so L O K eine einfache Quadratwurzel-Erweiterung.

Beweis. Die Menge L' aller Elemente der Form a + bd ist unter Addition, Multiplikation
und Inversenbildung abgeschlossen, also ein Kérper zwischen K und L. Da § ¢ K und
es keinen echten Zwischenkorper gibt, ist L' = L.
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Fiir die Umkehrung wéhlen wir ein beliebiges v € L, v ¢ K. Dann ist L = K(v) (da
es keine echten Zwischenkorper gibt), und 1,7, 2 sind linear abhingig iiber K. Es gibt
also eine Linearkombination ay? 4+ by + ¢ = 0 mit a,b,c € K, a # 0, 0.B.d.A. a = 1.
Dann ist?® 6 := vy +b/2€ L, 6 ¢ K, L=K(0), 5> =7> + by + b*/4=0?/4d —c€ K. O

Damit konnen wir das Konstruierbarkeitskriterium Satz 1 aus Abschnitt 1.3 in einer
zweiten Fassung formulieren:

Korollar 3 Die Strecke x € R ist genau dann aus der endlichen Menge M C R kon-
struierbar, wenn es eine Kette

K=QM)=KyCK C...CKpn=1L

von Korpern gibt mit x € L und Dimg, | K; =2 fir allet=1,...,m.

3.4 Ausflug: Irreduzible Polynome

Von der Theorie der Minimalpolynome brauchen wir auch nur einen ganz kleinen Aus-
schnitt:

Satz 2 Sei L O K eine Korpererweiterung, und das Element x € L sei Nullstelle eines
irreduziblen Polynoms f € K[X]. Dann ist Dimg K (z) = Grad f.

Beweis. Sei 0.B.d. A. f normiert, f = X" +a; X" ! +--- 4+ a,. Dann ist
n—1
2" = —agz" = — a2’ e ZK&U’ =: M.
=0

Die beim Ausmultiplizieren von Summen und Produkten von Elementen aus M auftre-
tenden Potenzen von z lassen sich durch diese Formel alle auf Linearkombinationen der
(< n — 1)-ten Potenzen reduzieren. Also ist M O K ein Erweiterungskérper vom Grad
Dimg M < n,und M = K(z).

Waére nun Dimg M < n, so gébe es eine K-Linearkombination von 1, ..., x mit
Wert 0, also ein Polynom ¢ € K[X] mit Grad < n und g(z) = 0. Damit wére der grofite
gemeinsame Teiler h von g und f ein nicht-konstanter Teiler von f von echt kleinerem
Grad (siehe die folgende Bemerkung), im Widerspruch zur Irreduzibilitét. <

n—1

Bemerkungen

1. Beim Beweis des Satzes haben wir die Teilbarkeitslehre von Polynomen verwendet,
insbesondere (implizit) den euklidischen Algorithmus. Aus diesem folgt namlich:
Sind f,g € K[X] teilerfremde Polynome, so sind sie auch iiber L, also im Poly-
nomring L[X] teilerfremd.

2OHier geht char K # 2 ein.
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2. Man kann Satz 2 auch so interpretieren, dass der Substitutionshomomorphismus
K[X] — L, X — =z, einen Isomorphismus K[X|/fK[X] — K(x) der Korper
induziert.

3. Die bekannte Aussage

Ist a € K Nullstelle eines Polynoms f € K[X], so ist das lineare Poly-
nom X — a Teiler von f.

kann man iibrigens viel einfacher beweisen, ohne die Polynomdivision bemiihen zu
miissen:

Beweis. Dazu betrachten wir den Substitutionshomomorphismus 7, : K[X]| — K[X],
X — X +a. Da 7,f(0) = f(a) = 0, ist das absolute Glied von 7,f Null, also X|7,f.
Also X —a=71X|f. ©

3.5 Ausflug: Ganzzahlige Polynome

Im n#chsten Abschnitt 3.6 bendtigen wir ein klassisches Irreduzibilitatskriterium fiir
Polynome iiber Q. Dies wird hier mit Minimalaufwand hergeleitet. Als Hilfergebnis dient
die einfachste Version des sogenannten Lemmas von GAUSS:

Hilfssatz 2 Das normierte ganzzahlige Polynom f € Z[X] zerfalle in Q[X] in zwei
normierte Polynome f = gh mit g, h € Q[X]. Dann sind g und h ganzzahlig, g, h € Z[X].

Beweis. Sei d € Z der Hauptnenner von g, also d > 0 minimal mit dg € Z[X]. Ebenso sei
e € Z der Hauptnenner von h. Dann ist def = (dg)(eh) eine Produktzerlegung in Z[X].

Angenommen, de > 1. Dann gibt es eine Primzahl p|de. Die Reduktion der Koeffizi-
enten induziert einen Ringhomomorphismus

p: ZIX] — F,[X].

und 0 = p(def) = p(dg) p(eh). Also muss einer der beiden Faktoren 0 sein, etwa
p(dg) = 0. Das bedeutet aber, dass p alle Koeffizienten von dg teilt. Daher ist auch
schon % g ganzzahlig, im Widerspruch zur Minimalitdt von d. &

Daraus leiten wir das sogenannt EISENSTEINsche Irreduzibilitétskriterium ab, das
erstmals von SCHONEMANN formuliert und bewiesen wurde:

Satz 3 Sei f = X"+a1 X" 1+ -+a, € Z[X]. Es gebe eine Primzahl p mit plas, ..., an,
aber p* fa,. Dann ist f in Q[X] drreduzibel.

Beweis. Wenn f zerlegbar ist, konnen wir es nach Hilfssatz 2 als f = gh schreiben mit

normierten
g=X'4+-b, h=X"+--.¢, € Z[X].
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Wir verwenden wieder den Ringhomomorphismus p : Z[X] — Fp[X]. Dann ist
X" =pf = (pg)(ph). Also pg = X' und ph = X™. Es folgt p|b; und plc,,, also
p?|bicm = a,, Widerspruch. ©

Dieses Kriterium lésst sich (mit einem kleinen Zusatztrick) auf das , Kreisteilungs-
polynom*

r— - Xpr_l
Dy =14+ X 4o (XPTPL =

T xr 1 € Q[X]

p Summanden

mit einer Primzahl p und einem Exponenten r > 1 anwenden: Der Substitutionshomo-
morphismus 7; bewirkt:

n
Qpr = Ppr (X +1) = ZaiXi = f mitn=p""p—-1), a, =1, ag = p.
=0

Um mithilfe von Satz 2 die Irreduzibilitdt von ®,- zu zeigen, zeigen wir, dass p|a; fiir
i=1,...,ap—1. Dazu wenden wir die Koeffizientenreduktion p : Z[X] — F,[X] an. Es
ist

por(XP —1) = p((X+1)P —1)=X" fiir alle 4,

r—1

AXPT S f = A(XPT D) ndy = m(XP - 1),
XVpf = XV
pf _ Xprip'rfl

Daher sind alle ,,Zwischenkoeffizienten“ a; von f durch p teilbar, und wir haben gezeigt:

Korollar 1 Das Kreisteilungspolynom ®,r € Q[X], p prim, r > 1, ist irreduzibel.

3.6 Das regelmiflige n-Eck

Sei n > 3 und ¢ = ¥/ ¢ C die ,kanonische“ n-te Einheitswurzel. Wir wissen,
dass das regelméflige n-Eck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn
x = cos(27/n) konstruierbar ist, also in einer Quadratwurzel-Erweiterung L O Q liegt.
Insbesonere ist dann Dimg Q(z) | Dimg L eine Zweierpotenz. Da z = $(¢ + %), erfiillt ¢
die quadratische Gleichung ¢? — 2z¢ + 1 iiber Q(z), also hat Q(¢) iiber Q(x) den Grad?!
< 2. Zusammengefasst:

Hilfssatz 3 Wenn das regelmdf$ige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, so ist
der Grad des Korpers Q(C) tiiber Q eine Zweierpotenz.

Satz 4 Seip eine Primzahl > 3 und r > 2. Dann ist das regelmdfSige p"-Eck nicht mit
Zirkel und Lineal konstruierbar.

1 .
21gogar = 2, aber das brauchen wir nicht
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Beweis. Die zugehorige Einheitswurzel ¢ ist Nullstelle des irreduziblen Kreisteilungspo-
lynoms ®,-, denn sie annulliert den Z&hler XP" — 1, aber nicht den Nenner xr -1

— sonst wire sie nimlich schon p"~!'-te Einheitswurzel. Da ®,» den ungeraden Grad
p"~!(p — 1) hat, hat nach Satz 2 auch Q(¢) diesen Grad iiber Q. Die Behauptung folgt
aus Hilfssatz 3. &

Im Spezialfall » = 1 hat Q(¢) den Grad p — 1 tiber Q, der gerade ist und allerdings
sehr wohl eine Zweierpotenz sein kann. Das ist allerdings selten:

Hilfssatz 4 Seis € N undp = 2°+1 eine Primzahl. Dann ist s selbst eine Zweierpotenz.

Beweis. Angenommen, s hat einen ungeraden Teiler, s = ab, mit ungeradem b > 3. Dann
hat das Polynom X® + 1 € Q[X] die Nullstelle —1, also X® + 1 = (X + 1) - g nach der
Bemerkung 3 in 3.4. Also ist

p=(29"+1=(2"+1)g(2%).

Da p prim und # 2% + 1 ist, folgt 2* 4+ 1 = 1, 2% = 0, Widerspruch. <

Damit ist gezeigt:

Satz 5 Sei p eine Primzahl, und das regelmdfSige p-Eck sei mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar. Dann hat p die Form

p=2% +1 fir eine natirliche Zahl r € N.
Zahlen dieser Form heiflen Fermatsche Zahlen F,.. Es ist
o Fy =22 +1=3 prim,
e [} =22 4+1=05 prim,
o %, =2%41=17 prim,
o [ =22 41 =257 prim,
o Fy =22 +1=65537 prim,
e F5 =22 +1 nicht prim (mithilfe der Identitit 1 — X4 = (1+ X)(1 — X)(1 + X2)

von EULER?? 1732 gefunden):

22 +1 = 224+1=16-28+1=(641—625)-2° +1
= (145-27=5% -2 +1
= (1+5-27)-20) +1-(5-27)
= (1+5-20)-(2)*'+(1-5-2")(1+(5-27)?))
641

221eonhard Euler, 1707-1783
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Bemerkungen

1.

FERMAT?3 hatte 1640 vermutet, dass alle Fermatschen Zahlen?* F, = 22" +1 prim
sind.

Bis heute (Stand April 2020) kennt man keine weitere Fermatsche Primzahl, weif3
aber, dass bis r = 32 alle Fermatschen Zahlen, und auch viele mit gréflerem r,
zusammengesetzt sind.

. Unbekannt ist,

(a) ob F33 prim ist,
(b) ob es iiberhaupt weitere Fermatsche Primzahlen (also mit r > 5) gibt,

(c) ob unendlich viele der Fermatschen Zahlen zusammengesetzt sind.

Ist p eine Fermatsche Primzahl, so kann man die Umkehrung von Satz 5 beweisen,
indem man mithilfe der Gaufischen Perioden einen Turm von Korpererweiterun-
gen vom jeweiligen Grad 2 konstruiert (und dabei implizit auch ein konkretes
Konstruktionsverfahren aufstellt).

. Die explizite Konstruktion fiir das 257-Eck ist beschrieben®® in

W. BisHopP: How to construct a regular polygon. Amer. Math. Monthly
85 (1978), 186-188.

23Pierre de Fermat, 16071665
24die natiirlich erst spéter so genannt wurden
25und nein — das will wirklich niemand so genau wissen
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